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Matematyka

Poziom podstawowy

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym sktadat si¢ z 25 zadan zamknigtych
wyboru wielokrotnego oraz 9 zadan otwartych. Zadania sprawdzaly wiadomos$ci oraz umiejetnosci
opisane w pieciu obszarach wymagan ogolnych podstawy programowej matematyki: wykorzystanie
i tworzenie informacji (cztery zadania zamknigte i jedno zadanie otwarte), wykorzystanie
i interpretowanie reprezentacji (czternascie zadan zamknigtych i jedno =zadanie otwarte),
modelowanie matematyczne (pig¢ zadan zamknigtych, dwa zadania otwarte), uzycie i tworzenie
strategii (dwa zadania zamkni¢te, trzy zadania otwarte) oraz rozumowanie i argumentacja (dwa
zadania otwarte). Za rozwigzanie wszystkich zadan zdajgcy mogt otrzymaé 50 punktow.

2. Dane dotyczgce populacji zdajacych

Tabela 1. Zdajacy rozwiagzujacy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdajacych 25363
z licedw ogdlnoksztalcgcych 15104
z technikow 10 259
ze szkot na wsi 1258
ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 5681
ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 8353

Zdajacy rozwiazujacy | e o7kt w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 10071

zadania w arkuszu

standardowym ze szkot publicznych 2029
ze szkot niepublicznych 23334
kobiety 13 941
mezczyzni 11422
bez dysleksji rozwojowej 22264
z dysleksja rozwojowa 3099

* Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.

Z egzaminu zwolniono 12 ucznidéw — laureatow i finalistéw Olimpiady Matematycznej.

Tabela 2. Zdajacy rozwiagzujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 27
rozwigzujacy zadania | stabowidzacy 41
w arkuszach w wersji | piewidomi 3
dostosowanej stabostyszacy 27
niestyszacy 9
Ogolem 107
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 3. Informacje dotyczace przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 7 maja 2018
Czas trwania egzaminu 170 minut
Liczba szkot 392
Liczba zespotéw egzaminatorow 35
Liczba egzaminatorow 532
Liczba obserwatorow' (§ 8 ust. 1) 1
Li(;zba L Y przypadku:
utiewaznien art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego

pkt 1 rozwigzywania zadan przez zdajacego

art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt2 zdajacego w sali egzaminacyjnej 1

z urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaktocenia przez zdajacego prawidtowego
pkt 3 przebiegu egzaminu 1

art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozwigzywania zadan
przez zdajacego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow
ust. 7 dotyczacych przeprowadzenia egzaminu
maturalnego
art. 44zzy | niemozno$¢ ustalenia wyniku (np.
ust. 10 zaginig¢cie karty odpowiedzi)
inne
Liczba wgladow? (art. 447zz7) 292
Liczba prac, w ktorych nie podj¢to rozwigzania zadan

! Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grudnia 2016 r. w sprawie szczegétowych warunkow
i sposobu przeprowadzania egzaminu gimnazjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r., poz. 2223, ze zm.).
2 Na podstawie ustawy z dnia 7 wrze$nia 1991 r. o systemie o$wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2018 r., poz. 1457, ze zm.).



4. Podstawowe dane statystyczne

Wryniki zdajacych

Matematyka
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Tabela 4. Wyniki zdajacych — parametry statystyczne*

5

Zdai Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia ?dfihylgnie Odsetek
ajacy zdajacych (%) (%) (%) (%) %) | S@" (f,‘/:) OWe | sukeesow**
ogolem 25 363 0 100 62 98 62 24
w tym:
2 liceow 15 104 2 100 70 98 67 24
ogolnoksztatcacych
z technikow 10 259 0 100 54 52 54 23
bez dysleksji 22 264 0 100 62 98 61 24
rozZwojowej
z dysleksja 3099 4 100 64 70 62 23
rozwojowa

* Parametry statystyczne podane zostaly dla grup liczacych 30 lub wigcej zdajacych.
** Dane dotycza tegorocznych absolwentow, ktorzy przystapili do wszystkich egzaminéw obowigzkowych.
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Poziom wykonania zadan

Tabela 5. Poziom wykonania zadan

Sprawozdanie z egzaminu maturalnego 2019

Numer . .
R Poziom wykonania
zadania . p . p .
W Wymaganie ogdlne Wymaganie szczegolowe za(iama
arkuszu (%)
1. Wykorzystanie 1. ngzby rzeczyw1st.e. ZdaJ acy wykorzystuje
.. . definicj¢ logarytmu i stosuje w obliczeniach 76
1. 1 interpretowanie . .
reprezentacii wzory na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
P I i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym (1.6).
II. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy oblicza potegi o
2. 1 interpretowanie wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dziatan 33
reprezentacji. na poteggach o wyktadnikach wymiernych (1.4).
111 Modelowanic 1. L.1czb}.1 rzeczywiste. Zdaj' acy wykon'uje p
3. obliczenia procentowe, oblicza podatki, zysk
matematyczne.
z lokat (1.9).
I. Wykorzystanie 3. Rownar.na i nierdwnosci. Zdaj acy s.praW(.iza, 61
4. . A .. czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem
i tworzenie informacji. , . . L.
rownania lub nierownosci (3.1).
3. Roéwnania i nierownosci. Zdajacy wykorzystuje
5 I. Wykorzystanie interpretacj¢ geometryczng uktadu rownan 92
’ i tworzenie informacji. pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
(3.2).
I. Wykorzystanie 3. Rown’ama 1 .merowposm. Zdajacy rozwiazuje 7
6. { tworzenie informacii proste rownania wymierne, prowadzace do
I rownan liniowych lub kwadratowych (3.8).
4. Funkcje. Zdajacy oblicza ze wzoru wartos§¢
II. Wykorzystanie funkcji dla danego argumentu. Postuguje si¢
7. 1 interpretowanie poznanymi metodami rozwigzywania rownan do 69
reprezentacji. obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja
przyjmuje dang warto$¢ (4.2).
4. Funkcje. Zdajacy odczytuje z wykresu
wlasnosci funkcji (dziedzing, zbior wartosci,
II. Wykorzystanie miejsca zerowe, maksymalne przedziaty,
8. 1 interpretowanie w ktorych funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; 84
reprezentacji. punkty, w ktorych funkcja przyjmuje w podanym
przedziale warto$¢ najwigksza lub najmniejsza)
(4.3).
4. Funkcje. Zdajacy odczytuje z wykresu
wiasnosci funkcji (dziedzing, zbidr wartosci,
II. Wykorzystanie miejsca zerowe, maksymalne przedzialy,
9. i interpretowanie w ktorych funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; 69
reprezentacji. punkty, w ktérych funkcja przyjmuje w podanym
przedziale warto$¢ najwicksza lub najmniejsza)
(4.3).
IL Wykorzysanie Rk Hiowe) | Kadrtowe) do terprtaci
10. 1 interpretowanie ] ) ! P ] 73

reprezentacji.

zagadnien geometrycznych, fizycznych itp. (takze
osadzonych w kontekscie praktycznym) (4.12).
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I1II. Modelowanie

5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na

88

11. matematyczne. sumg¢ n poczatkowych wyrazoéw ciggu
arytmetycznego (5.3).
111, Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzo’r na .n-ty wyraz i na 6
12. sumg n poczatkowych wyrazow ciggu
matematyczne.
geometrycznego (5.4).
I1. Wykorzystanie 6. Tryg9nometr1a. Zda]'qcy znajac wartos¢ Jecrin'ej
. . z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza wartosci ’8
13. 1 interpretowanie .
.. pozostatych funkcji tego samego kata ostrego
reprezentacyi. (6.5)
14 IV. Uzycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdajacy stosuje zalezno$ci migdzy 72
' strategii. katem $rodkowym i katem wpisanym (7.1).
I. Wykorzystanie 7. PlanlmF:trla. Zdaj acy rozpoznaje tr(.)ﬂfqty o4
15. . A .. podobne i wykorzystuje cechy podobienstwa
i tworzenie informacji. et
trojkatow (7.3).
7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wtasnosci
IV. Usycie i tworzenie funkql trygonometrycznych w tatwych 7
16. stratesii obliczeniach geometrycznych, w tym ze wzoru na
gt pole trojkata ostrokatnego o danych dwoch
bokach i kacie migdzy nimi (7.4).
11, Wykorzystanie 8. Qeometrla n2} piaszczyz’r'n.e kartezj ansk}c:J.
.. : Zdajacy bada rownoleglos¢ i prostopadtosé ’3
17. 1 interpretowanie L . o
.. prostych na podstawie ich réwnan kierunkowych
reprezentacji.
(8.2).
8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;j.
II. Wykorzystanie Zdajacy wyznacza rOwnanie prostej, ktora jest
18. 1 interpretowanie rownolegta lub prostopadta do prostej dane;j 74
reprezentacji. w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany
punkt (8.3).
8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;j.
11, Wykorzystanie Zdajacy znajduje obrazy nlektor}/ch ﬁgur
.. : geometrycznych (punktu, prostej, odcinka, 50
19. 1 Interpretowanie - . L .
reprezentacii okregu, trojkata itp.) w symetrii osiowej
P I wzgledem osi uktadu wspétrzednych i symetrii
srodkowej wzgledem poczatku uktadu (8.7).
.H.' Wykorzystar}le 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;. 65
20. 1 Interpretowanie . . . . .
.. Zdajacy oblicza odlegtos¢ dwoch punktow (8.6).
reprezentacyi.
9. Stereometria. Zdajacy okresla, jaka figura jest
II. Wykorzystanie dany przekrdj prostopadtoscianu ptaszczyzna
21. 1 interpretowanie (9.5). 76
reprezentacji. G10. Figury plaskie. Zdajacy stosuje twierdzenie
Pitagorasa (G10.7).
.H: Wykorzystapie G11. Bryly. Zdajacy oblicza pole powierzchni 73
22. | 1interpretowanie i objeto$¢ walca, stozka, kuli (G11.2).

reprezentacji.
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II. Wykorzystanie

G10. Statystyka opisowa i wprowadzenie do
rachunku prawdopodobienstwa. Zdajacy

69

23 ;;nizzlzi?cﬁame wyznacza $rednig arytmetyczng i mediang
p I zestawu danych (G10.4).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy
24 III. Modelowanie zlicza obiekty w prostych sytuacjach 77
" | matematyczne. kombinatorycznych, niewymagajacych uzycia
wzorow kombinatorycznych, stosuje regute
mnozenia i regute dodawania (10.2).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
111, Modelowanie prayvdopodoblenstwa i lfomblnatoryka. Zdajacy -
25. oblicza prawdopodobienstwa w prostych
matematyczne. . . e
sytuacjach, stosujac klasyczng definicje
prawdopodobienstwa (10.3).
I. Wykorzystanie 3. Rowna’m.a. i nieréwnosci. Zda.J acy kor.zyst’a , 78
26. { tworzenie informacii z wlasno$ci iloczynu przy rozwigzywaniu rownan
g typux(x + D(x —7) = 0 (3.7).
II. Wykorzystanie 3. Rownania i nierowno$ci. Zdajacy rozwigzuje
27. 1 interpretowanie nierownosci kwadratowe z jedng niewiadoma 79
reprezentacji. (3.9).
) 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa
V. Rozumowanie . , . 2 22
28. . : wzorow skréoconego mnozenia na (a + b) oraz
1 argumentacja.
a*-b* (2.1).
SP9. Wielokaty, kota, okre¢gi. Zdajacy stosuje
. twierdzenie o sumie katéw trojkata (SP9.3).
V. Rozumowanie . .. L 22
209. . . Zdajacy rozpoznaje i nazywa trojkaty ostrokatne,
1 argumentacja. . .
prostokatne i rozwartokatne, rownoboczne
i rownoramienne (SP9.1).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
111 Modelowanic prawdopodoblenstwa .1 lfomblnatoryka. Zdajacy -
30. oblicza prawdopodobiefistwa w prostych
matematyczne. . . e
sytuacjach, stosujac klasyczng definicje
prawdopodobienstwa (10.3).
7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wtasnosci
IV. Uzycie i tworzenie funkcp trygonometrycznych w tatwych o4
31. strategii obliczeniach geometrycznych, w tym ze wzoru na
gt pole trojkata ostrokatnego o danych dwoch
bokach i kacie migdzy nimi. (7.4).
111 Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzorr na .n-ty wyraz i na 0
32. sumg n poczatkowych wyrazow ciggu
matematyczne.
arytmetycznego (5.3).
8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;j.
Zdajacy wyznacza rOwnanie prostej, ktora jest
IV. Usveie i tworzenie réwnolegla lub prostopadta do prostej danej
33. et/ w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany 27

strategii.

punkt (8.3). Zdajacy oblicza wspotrzedne punktu
przeciecia dwoch prostych (8.4). Zdajacy
wyznacza wspotrzedne srodka odcinka (8.5).
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9. Stereometria. Zdajgcy rozpoznaje
w graniastostupach i ostrostupach kat migdzy
odcinkami i ptaszczyznami (mig¢dzy krawedziami
34 IV. Uzycie i tworzenie i §cianami, przekatnymi i $cianami), oblicza miary 50
" | strategii. tych katow (9.2).
6. Trygonometria. Zdajacy wykorzystuje definicje
1 wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus
i tangens katow o miarach od 0° do 180° (6.1).
80%
70% 68% 66% 6%%
«© 60%
c
©
g 50%
< 39%
o 40%
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.S 30% 23%
2 20%
10%
O% T T T T
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Wykres 2. Poziom wykonania zadan w obszarze wymagan ogolnych
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Poziom rozszerzony

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawieral 4 zadania zamkniete wyboru
wielokrotnego, 11 zadan otwartych, w tym 7 zadan krotkiej i 4 zadania rozszerzonej odpowiedzi.
Zadania sprawdzaty wiadomos$ci oraz umiejetnosci opisane w pigciu obszarach wymagan og6lnych
podstawy programowej matematyki: wykorzystanie i tworzenie informacji (jedno zadanie
zamkniete), wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (dwa zadania zamkni¢te i dwa zadania
otwarte krotkiej odpowiedzi), modelowanie matematyczne (jedno zadanie zamknigte, jedno zadanie
otwarte krotkiej odpowiedzi ijedno zadanie otwarte rozszerzonej odpowiedzi), uzycie i tworzenie
strategii (dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi i trzy zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi)
oraz rozumowanie iargumentacja (dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi). Za rozwigzanie
wszystkich zadan zdajacy mogl otrzymac 50 punktow.

2. Dane dotyczgce populacji zdajacych

Tabela 6. Zdajacy rozwigzujacy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdajacych 7 440
z licedw ogolnoksztatcacych 4569
z technikow 2871
ze szkot na wsi 300
ze szk6t w miastach do 20 tys. mieszkancow 1274
ze szk6t w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 2447
Zdajgey rozwiazujacy | e o7kot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 3419
zadania w arkuszu
standardowym ze szkot publicznych 7097
ze szkot niepublicznych 343
kobiety 3010
mezczyzni 4430
bez dysleksji rozwojowej 4569
z dysleksjg rozwojowa 2871
* Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.
Z egzaminu zwolniono 12 uczniéw — laureatow i finalistow Olimpiady Matematycznej.
Tabela 7. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszach dostosowanych
Zdajacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 7
rozwigzujgcy zadania | slabowidzacy 8
w arkuszach w wersji | piewidomi 0
dostosowanej stabostyszacy 12
niestyszacy 2
Ogolem 29
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 8. Informacje dotyczgce przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 9 maja 2018
Czas trwania egzaminu 180 minut
Liczba szkot 295
Liczba zespolow egzaminatoréw 35
Liczba egzaminatorow 532
Liczba obserwatorow? (§ 8 ust. 1) 1
Li(;zba L Y przypadku:
utiewaznien art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego

pkt 1 rozwigzywania zadan przez zdajacego

art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt2 zdajacego w sali egzaminacyjnej

z urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaktocenia przez zdajacego prawidtowego
pkt 3 przebiegu egzaminu

art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozwigzywania zadan
przez zdajacego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow
ust. 7 dotyczacych przeprowadzenia egzaminu
maturalnego
art. 44zzy | niemozno$¢ ustalenia wyniku (np.
ust. 10 zaginig¢cie karty odpowiedzi)
inne
Liczba wgladow? (art. 447zz7) 301
Liczba prac, w ktorych nie podj¢to rozwigzania zadan

! Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grudnia 2016 r. w sprawie szczegélowych warunkow
i sposobu przeprowadzania egzaminu gimnazjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r., poz. 2223, ze zm.).
2 Na podstawie ustawy z dnia 7 wrze$nia 1991 r. o systemie o$wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2018 r., poz. 1457, ze zm.).
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4. Podstawowe dane statystyczne
Wryniki zdajacych
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Wykres 3. Rozktad wynikoéw zdajacych

Tabela 9. Wyniki zdajacych — parametry statystyczne*
Zdai Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia ?dfihyl:;nie
ajacy zdajacych (%) (%) (%) (%) (%) stan ( '?/I) owe
ogélem 7 440 0 100 40 4 43 29
w tym:
z licedw
ogdlnoksztateacych 4369 0 100 56 56 54 27
z technikow 2871 0 100 16 6 25 23

* Dane dotycza tegorocznych absolwentow, ktorzy przystapili do wszystkich egzamindw obowiazkowych.




Poziom wykonania zadan
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Tabela 10. Poziom wykonania zadan

Numer Poziom
zadania . . . . wykonania
W Wymaganie ogolne Wymaganie szczegolowe zadania
arkuszu (%)
II. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy stosuje w obliczeniach wzor
1. 1 interpretowanie na logarytm potggi oraz wzor na zamiang podstawy 62
reprezentacji. logarytmu. (R1.2).
II. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy stosuje wzory na sinus
2. 1 interpretowanie i cosinus sumy i réznicy katow, sume i rd6znicg sinusOw 65
reprezentacji. i cosinusow katow (R6.5).
L. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy na podstawie wykresu funkcji y = f(x) 77
3. ! tworzen.1.e szkicuje wykresy funkeji y = |f(x)], » = c:f{x), y = flcx) (R4.1).
informacji.
111 Modelowanie 10. Elementy .ste,ltystylfl Opisowej. Teoria . ' 4
4. matematvezne prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza
4 ’ prawdopodobienstwo warunkowe (R10.2).
II. Wykorzystanie 5. Ciagi. Zdajacy oblicza granice ciagdw, korzystajac z granic
5. i interpretowanie ciggdw typu 1/n, 1/n? oraz z twierdzeh o dziataniach na 72
reprezentacji. granicach ciagéw (R5.2).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
111 Modelowanic prawdopodoblenstwa i ko.rpbmato%ryka...ZdaJ acy .Vs{ykor.zysfu]e 18
6. wzory na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji
matematyczne. , S . . o o
z powtdrzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozonych
sytuacjach kombinatorycznych (R10.1).
.H.' Wykorzystar}le 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy korzysta z geometrycznej 52
7. 1 nterpretowanic i fizycznej interpretacji pochodnej (R11.7)
reprezentacji. yeziie) ftetp np L e
V. Rozumowanic 2 Wy@zemg algebralcgne. Zdajacy dod.aJ e, odejmuje, mnozy 45
8.  areumentacia i dzieli wyrazenia wymierne; rozszerza i (w tatwych
& 1a. przyktadach) skraca wyrazenia wymierne (R2.6).
V. Rozumowanic 7 Plammetrlg. Zdajlqcy rozpoznaje trojkaty podobne )8
9. . . 1 wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) cechy
i argumentacja. . f
podobienstwa trojkatow. (7.3).
. 7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwiazki miarowe w figurach
IV. Uzycie . . . e . 35
10. . . .. ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusoéw i twierdzenia
i tworzenie strategii. .,
cosinusow (R7.5).
IV, Uzycie 8. Georrlletrl.a n.::l piasz.czyzme kartezj anszklej. Zdaj ?cy 36
11. . . . postuguje sie rownaniem okregu (x — a)? + (y — b)?> = r? oraz
1tworzenie strategii. . . ..
opisuje kota za pomocg nierownosci (R8.5).
5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
12 IV. Uzycie n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (5.3). 36
’ i tworzenie strategii. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (5.4).
IV. Usveie 3. Rownania i nierownosci. Zdajacy stosuje twierdzenie
13. i o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a (R3.5). 49

1 tworzenie strategii.

Zdajacy rozwiazuje tatwe nierownosci wielomianowe (R3.7).
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. 6. Trygonometria. Zdajacy stosuje wzory na sinus i cosinus
IV. Uzycie P , . A ., 36
14. : tworzenie strategii sumy i r6znicy katow, sume i roéznicg sinusow i cosinusOw
8| Katow (R6.5).
9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach
1 ostrostupach kat migdzy odcinkami i plaszczyznami (migdzy
krawedziami i $cianami, przekatnymi i $cianami), oblicza
15 III. Modelowanie miary tych katow (9.2). 38
) matematyczne. 6. Trygonometria. Zdajacy wykorzystuje definicje i wyznacza
wartosci funkeji sinus, cosinus i tangens katow o miarach od
0° do 180° (6.1).
70% 63%
60%
©
3
0,
< 40% 34%
&
e 30% 26%
Re]
S 20% 15%
10%
O% T T T T
I_r I_r "i_r IV_r V_r
Obszar wymagan ogélnych

Wykres 4. Poziom wykonania zadan w obszarze wymagan ogolnych
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Komentarz

1. Analiza jakos$ciowa zadan

NAJLEPIE] OPANOWANE UMIEJ ETNOSCI
Poziom podstawowy

Analiza wskaznikow poziomu wykonania zadan z matury na poziomie podstawowym pozwala
sformutowa¢ wniosek, ze maturzysci najlepiej opanowali umiejetnosci:

e wykorzystania interpretacji geometrycznej ukladu réwnan pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi;

e stosowania wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego;

e wyznaczania warto$ci pozostalych funkcji trygonometrycznych tego samego kata ostrego
znajac warto$¢ jednej z funkcji: sinus lub cosinus;

e obliczania prawdopodobienstwa zdarzenia z wykorzystaniem klasycznej definicji
prawdopodobienstwa w prostej sytuacji;

e badania rownoleglosci i prostopadtosci prostych na podstawie ich rownan kierunkowych.

Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu (poziom wykonania — 90%) okazato si¢ by¢ zadanie 5.,
sprawdzajace umiejetnos¢ wykorzystania interpretacji geometrycznej ukladu réwnan pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi. Zdajacy w zdecydowanej wigkszos$ci nie mieli problemu z ustaleniem,
dla jakiej warto$ci a rozwigzaniem danego uktadu dwoch rownan z dwiema niewiadomymi jest para
liczb x i y.

Niewiele nizszy wynik maturzysci osiggneli w zadaniu 11. (poziom wykonania — 86%), w ktorym
nalezato obliczy¢ sume o$Smiu poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego, gdy znany byt czwarty
1 6smy wyraz tego ciggu. Wigkszos$¢ zdajacych poprawnie zastosowala wzor na sume n poczatkowych
wyrazow ciggu arytmetycznego.

Roéwnie wysoki poziom wykonania (86%) odnotowano w zadaniu 13., w ktorym maturzysci, majac dany
sinus kata ostrego, mieli obliczy¢ cosinus tego kata. Zdecydowana wigkszos$¢ zdajacych stosowala
zalezno$ci migdzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata, a czg¢$¢ zdajacych korzystata
z definicji funkcji trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym.

Z kolei zadanie 25. sprawdzato umiejetno$¢ obliczania prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach,
stosujac klasyczng definicj¢ prawdopodobienstwa. Zdajacy (81%) nie mieli problemu z ustaleniem
liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych w doswiadczeniu oraz z wyznaczeniem liczby
zdarzen elementarnych sprzyjajacych rozwazanemu rezultatowi doswiadczenia losowego.

Zadanie 17. sprawdzato umiejetno$¢ dobrania wartosci wspotczynnika m, wystepujgcego w rownaniach
dwoch prostych, tak, aby dwie proste okreslone rownaniami kierunkowymi byly prostymi
rownolegltymi. Nalezato w tym celu rozwigza¢ rownanie liniowe z jedng niewiadoma. 80% maturzystow
rozwigzato to zadanie bezbt¢dnie, wykazujac si¢ znajomoscia warunku réwnoleglosci prostych.

Nietrudno zauwazy¢, ze maturzy$ci na poziomie podstawowym najlepiej opanowali umiejgtnosci
stosowania poje¢ oraz korzystania z ich elementarnych wtasnosci w sytuacjach typowych. Zauwazmy,
ze wymienione wyzej zadania, ktore zostaty bezbtednie rozwigzane przez 80% 1 wigcej zdajacych, sa
zadaniami jedno- lub dwuczynno$ciowymi. Zadania te nie majg szerszego kontekstu, ich rozwigzanie
nie wymaga wykonania dodatkowych czynnosci, a — co moze najwazniejsze — umiej¢tnosci sprawdzane
tymi zadaniami zostaly precyzyjnie opisane i dotyczyly typowych sytuacji. Do rozwigzania tych zadan
wystarczyta bowiem znajomos¢ podstawowych poje¢ matematycznych i najwazniejszych wlasnosci
rozwazanych obiektow, poprawna interpretacja tekstu matematycznego, umiejetnos¢ zastosowania
wlasciwego algorytmu i elementarna sprawnos¢ rachunkowa.
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Poziom rozszerzony

Analiza wskaznikéw poziomu wykonania zadan wystepujacych w zestawie egzaminu maturalnego
z matematyki na poziomie rozszerzonym pozwala sformutowac¢ wniosek, iz wérod zadan wystepujacych
w zestawie egzaminacyjnym zadne z zadan nie bylo bardzo tatwe, ani nawet fatwe dla tegorocznych
maturzystow.

Sposrod tegorocznych zadan najlatwiejsze byly te, przy rozwigzywaniu ktorych nalezalo zastosowac
konkretne twierdzenia w typowych kontekstach lub wykorzysta¢ popularne wzory.

Najtatwiejsze dla zdajacych byty zadania zamknigte.

Zadanie 3. (poziom wykonania zadania 74%) sprawdzalo umiejetnos¢ szkicowania wykresu funkcji
i okreslania liczby rozwigzan rownania. Szkicowanie wykresu funkcji z wartoscig bezwzgledng nie
przysparza trudnosci wigkszosci zdajgcych.

Z kolei zadanie 4., przy rozwigzywaniu ktorego nalezalo wykazaé si¢ umiej¢tnoscia obliczania
prawdopodobienstwa warunkowego, poprawnie rozwiazato 71% zdajacych.

Nieco nizszy wynik osiggneli maturzysci w zadaniu 5. (poziom wykonania — 67%), w ktoérym nalezato
1
obliczy¢ granice ciggéw, korzystajac z granic ciggow typu —, — oraz z twierdzen
n
o dziataniach na granicach ciggéw, a nastgpnie zakodowac trzy kolejne cyfry po przecinku rozwinigcia
dziesig¢tnego otrzymanego wyniku.

Poziom opanowania sprawdzanych umiejetnosci przez powyzsze zadania pozwala stwierdzi¢, ze liczna
grupa zdajacych opanowata nast¢gpujgce umiejetnosci podstawy programowe;:

e szkicowania wykresOw funkcji z wartoscig bezwzgledna;

e budowania prostego modelu probabilistycznego przy obliczaniu prawdopodobienstwa
warunkowego;

e obliczania granic ciagow.

UMIEJETNOSCI SPRAWIAJACE NAJWIEKSZE TRUDNOSCI

Na poziomie podstawowym mozna zauwazy¢, ze najwigksze trudno$ci sprawiajg maturzystom
rozwigzania zadan, w ktérych wymagane jest przeprowadzenie kilkuetapowego rozumowania, w tym
podanie argumentow uzasadniajacych jego poprawnos¢ oraz sformutowanie na tej podstawie wnioskow
koncowych. W maju 2019 roku dos¢ trudne dla maturzystow okazaty si¢ zadania typu ,,wykaz, ze”
w zakresie algebry i geometrii — zadania 28. i 29.

W zadaniu 29. zdajacy osiagneli poziom wykonania 19%, za§ w zadaniu 28. —20%. Do niskich
wynikow, oprocz niskiego poziomu opanowania umiej¢tnosci przeprowadzania i zapisania prostego
rozumowania sktadajgcego si¢ z kilku krokow, przyczynity si¢ w sposob istotny opuszczenia obu zadan.
Cze$¢ maturzystow w zadaniu z poleceniem ,,wykaz, ze” nie podj¢ta zadnej proby rozwigzania.

Nalezy podkresli¢, ze na poziomie podstawowym niski poziom wykonania (24%) ma réwniez zadanie
33., w ktorym maturzysci musieli wykaza¢ si¢ umiej¢tnoscig zastosowania strategii wynikajgcej wprost
z tresci zadania. W tym przypadku, w odroznieniu od dwdch zadan typu ,,wykaz, ze”, opuszczenia nie
miaty tak istotnego wplywu na wskaznik tatwosci — decydujaca role odegral tutaj brak cato$ciowej
koncepcji rozwigzania zadania, btedy w interpretacji tresci oraz brak funkcjonalnego opanowania
pojecia symetralnej odcinka. Analiza poprawnych sposobow rozwigzan oraz bledow najczesciej
popetianych przez zdajacych zostata zamieszczona w czgsci 2. ,,Problem pod lupa”.

Przeanalizujmy zatem poprawne sposoby rozwigzan oraz btedy, jakie wystapity w dwoch
najtrudniejszych zadaniach z tegorocznego egzaminu maturalnego na poziomie podstawowym.
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Najtrudniejsze z nich to zadanie 29., ktéore wymagato od maturzysty uzasadnienia, ze miara jednego
z katow jest rowna trzykrotno$ci miary innego kata.

Aby wykazac¢, ze miara rozwazanego kata ASD jest rdwna trzykrotno$ci kata, ktdrego miara jest rowna
a , mozna bylo zauwazy¢, ze trojkat CSB jest rownoramienny o ramionach BS i BC , wobec tego
miary katdow BSCiBCS sg rowne. Nastepnie nalezato obliczy¢ dla trojkata ABS miare kata ABS
przylegtego do kata CBS , ktora jest rtowna 2« . Pozniej nalezy zauwazy¢, ze trojkat ABS roéwniez jest
rownoramienny o ramionach A4S i BS, wigc miary katow ABS1 BAS' sa rowne, stad miara kata ASB
jest rtowna 180° — 4« . Pozostato zauwazy¢, ze suma katow ASD, ASB i BSC jest katem pdtpetnym,
wigc suma ich miar jest rowna 180°, co po podstawieniu miar katow ASBi BSC prowadzito do

otrzymania zalezno$ci ‘D ASD‘ =3a. To koficzy dowod.

Drugi sposob polegat na zauwazeniu, ze trojkat ABS jest rownoramienny, i zapisaniu miar kgtow
trojkata BSC w zaleznosci od miary kata ABS, nastgpnie przeprowadzeniu analogicznego
rozumowania, jak w sposobie pierwszym; suma katow ASD, ASB i BSC jest katem potpetnym, wiec
suma ich miar jest rowna 180°, co po podstawieniu miar katow ASB i BSC prowadzito do otrzymania
zalezno$ci |D ASD| =3a. To konczy dowdd.

Kolejne poprawne uzasadnienia wskazanej zaleznoSci polegaly na wykorzystaniu przez zdajacych
znanych twierdzen lub definicji. W trzecim sposobie rozwigzania tego zadania zdajgcy korzystali
z definicji katow przylegtych, a w czwartym — z twierdzenia o kacie wpisanym i Srodkowym opartym
na tym samym tuku, co po kilku przeksztatceniach prowadzito do otrzymania tezy.

Ponizej zamieszczamy poprawne rozwigzania tego zadania wykorzystujace omdéwione sposoby
(przyktad 1., przyktad 2., przyktad 3.).

Przyktad 1.
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Zdajacy wykazat si¢ umiejetnoscia przeprowadzania i zapisania prostego rozumowania sktadajacego
si¢ z kilku krokow oraz podat trafng argumentacj¢, powotujac sic na odpowiednie twierdzenia

i definicje.

Przyktad 2.

® lofy RES | BSC
k?‘j 59 rewme= o

~2/ . o kgt CBBS = [30 %«
:'h“"‘-__\_\_\_x; .
’ |
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. c ? ’
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o kgt ASC @ Wisg

/5 490 =™ o
:& i
2 ¢

A @f ASD =
480 - [180-2:0) =
=80 - 480 4 Dol= 2o
C.ND

Zdajacy poprawnie obliczyt miar¢ kata ASC, a nastepnie skorzystal z definicji katow przylegtych
i poprawnie obliczyt miar¢ kata ASD .
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Przyktad 3.
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Zdajacy zauwazyl, ze katy EABi ESBsg oparte na tym samym tuku, skorzystal z twierdzenia
o sumie miar katoéw wewnetrznych w trojkacie AEC i obliczyt miar¢ kata AEC , nastepnie zauwazyt,
ze katy AECi AED sa przylegte, wigc suma ich miar jest rtowna 180°. W ostatnim etapie rozwigzania
ponownie zauwazyl, ze katy AEDi ASD sa oparte na tym samym tuku, zatem kat srodkowy ASD
jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego AED , czyli jego miara jest rowna 3« .
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Czwarty sposOb rozwigzania podejmowany przez zdajacych polegal na sprawdzaniu, czy miara
‘D ASD‘ =3a spetnia otrzymane réownanie. Zasadnicze trudnoéci rozwigzania zadania zdajacy

najczesciej pokonywali analogicznie jak w poprzednio omowionych przyktadach .

Przyktad 4.
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Kolejny poprawny sposob polegal na zapisaniu zaleznos$ci migdzy katami « , DSA oraz dowolnym
katem trojkata ABS w postaci uktadu np. czterech réwnan z czterema niewiadomymi, zapisaniu
zalezno$ci tych zmiennych od « , a nastepnie sprawdzeniu, czy miara ‘D ASD‘ =3 spehia otrzymane

rownanie. Taki sposob rozwigzania zostat zilustrowany przyktadem 5.

Przyktad 5.
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Czg$¢ zdajacych poprawnie rozpoczynata rozwiazywanie zadania, jednak albo nie potrafita
doprowadzi¢ rozumowania poprawnie do konca, albo nie konczyta rozumowania. Prezentujemy
przyklady takich niepelnych rozwigzan. W przyktadzie 6. zdajacy nie potrafil powigzac otrzymanych
zalezno$ci i wykorzysta¢ faktu, ze suma katow ASD, ASB i BSC jest katem potpelnym, wiec suma
ich miar jest rowna 180°.
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Przyktad 6.
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Zdajacy poprawnie wyznaczyt zalezno$ci migdzy katami f i « oraz migdzy katami « i y, jednak
w koncowej cze$ci rozwigzania skorzystal z tezy. A wystarczytby fakt, Ze suma miar katow
w trojkacie ASD jest rowna 180°i zapisaé 2y +||] ASD|=180°, podstawi¢ za 180° otrzymang

weczesniej zaleznos¢ 2y +3a =180°, co prowadzito wprost do otrzymania tezy.
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W przykladzie 7. zdajacy zauwazyl, ze trojkaty ABS i CSB sa rownoramienne. Dalej jednak popetnit
bledy w ustalaniu zalezno$ci migdzy katami [ i « oraz zapisat sprzeczne zwiazki: £ =180° -2«

i f=2c.

Przyktad 7.
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Podkresli¢ nalezy, ze w zadaniach, w ktorych istota jest uzasadnienie tezy, maksymalng liczbg punktow
mozna otrzymaé tylko za rozwigzanie zawierajace petne uzasadnienie. Oznacza to w szczego6lnoscei,
ze w zadaniu 29. dwa punkty za rozwigzanie byly przyznawane jedynie zdajgcym, ktorzy przedstawili
w peli poprawne rozumowanie wykazywanej prawidlowosci.
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Przyktadem 8. ilustrujemy wprawdzie poprawnie rozpoczete przez zdajacego, ale niedokonczone
rozwigzanie.

Przyktad 8.
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M=130'1\£

Zdajacy zauwazyt tylko, ze trojkaty ABS i CSB sa rOwnoramienne oraz zapisat poprawne zaleznosci
migdzy katami f 1 @ oraz u i y . Nalezato dalej zapisa¢ zalezno$ci miedzy katami ¥ i « , a takze

migdzy katami i a :y =180" 180" +2a =2 i u=180"—4a oraz wykorzysta¢ fakt, ze suma
katow ASD, ASB i BSC jest katem polpelnym i sprawdzi¢ czy kat 3a spelnia roéwnanie
3a+180° —4a +a =180", co konczyto dowdd.

Liczna grupa zdajacych, ktorzy podjeli rozwigzanie, popetnita blad polegajacy na przyjeciu konkretnych
miar katow.

Ponizej przedstawiamy przyktad takiego — niepoprawnego — rozwigzania (przyktad 9.).

Przyktad 9.
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Takie proby rozwigzania sg o tyle zaskakujace, ze co roku w schematach punktowania na stronie
internetowej Centralnej Komisji Egzaminacyjnej zamieszczana jest uwaga o zerowaniu rozwigzan,
w ktorych zdajacy sprawdza prawdziwos¢ tezy jedynie dla konkretnych wartosci.

Innym btedem, czgsto popetnianym przez zdajacych, bylo przyjmowanie szczegdélnych zatozen
o rozwazanych obiektach matematycznych. W zadaniu 29. cze$¢ zdajacych, rozpoczynajac rozwigzanie
zadania, przyjmowala bledne zaloZenie, ze trojkat ASD jest rOwnoboczny albo, ze trojkat ASB jest
prostokatny, i na tym zatozeniu opierata swoje rozumowanie. Takie bledne rozwigzania przedstawiamy
w przyktadach 10.1 11.

Przyktad 10.
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Przyktad 11.
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Zadanie 28. bylo kolejnym, ktére sprawito tegorocznym maturzystom najwigcej klopotow (poziom
wykonania 20%). Maturzysci zmierzyli si¢ w nim z wykazaniem, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych

a i b spetniona jest nastepujaca nieréwnosé 3a” —2ab+3b> > 0. Najczesciej stosowanym sposobem
dowodzenia bylo rownowazne przeksztalcanie tezy twierdzenia, mimo ze wielu maturzystow tego
w swoich rozwigzaniach nie zapisywato. Nizej poprawne rozwigzanie zdajgcego, ktory trafnie formutuje
swoje uzasadnienie i wskazuje na rownowazne przeksztalcanie tezy (przyktad 12.) oraz rozwigzanie
z poprawnym uzasadnieniem, lecz bez zapisu o rownowaznos$ci przeksztatcen (przyktad 13.).
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Przyktad 12.
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Przyktad 13.
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Zdajacy potrafili tez, po przeprowadzeniu bezbtednych przeksztatcen nierownosci do postaci, z ktorej
mozna w latwy sposdb wnioskowaé o prawdziwosci tezy, opatrzy¢ rozwigzanie niewlasciwym
komentarzem. Ponizej takie wlasnie rozwigzanie.

Przyktad 14.
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Cze$¢ zdajacych przedstawila niepelne rozwigzanie tego zadania, najczesciej przerywajgc rozumowanie
na etapie przeksztalcania nierdéwnosci, na podstawie ktorej mozna juz sformutowaé komentarz
uzasadniajacy przyjmowanie wylgcznie nieujemnych wartosci przez wyrazenia. Jednak zdajacy takiego
adekwatnego argumentu nie przytaczali i nie formulowali odpowiedniego wniosku o prawdziwosci tezy.
Takie rozwigzanie réwniez nie pozwalato na przyznanie zdajacym maksymalnej liczby punktow
(przyktad 15. i przyktad 16.).

Przyktad 15.
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Przyktad 16.
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Za takie rozwigzania mozna byto otrzymac tylko 1 punkt.

Analizujac rozwigzania btedne, zaprezentowane przez maturzystow, mozna byto dostrzec rowniez takie,
w ktorych blad powstawal juz na etapie przeksztalcania nierownosci. Typowym dla tegorocznych
maturzystow bledem byto dzielenie nierownosci przez 3 z jednoczes$nie popelionym bigdem
rachunkowym (przyktad 17.) albo ,gubienie” liczby 3 (jak w przyktadzie 18.). Powodowalo
to na ogoét istotne uproszczenie problemu.



Przyktad 17.
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Matematyka 29

W obu tych przypadkach blad popetliony przez zdajacych doprowadzit do sytuacji, w ktorej
zrealizowali oni rozumowanie pomijajace konieczno$¢ sprowadzenia lewej strony nierdéwnosci
do sumy kwadratu réznicy liczb rzeczywistych a i b oraz podwojonych kwadratow liczby a oraz liczby b,
co bylo istotg dowodu wyjsSciowego twierdzenia i wymagato przytoczenia odpowiedniego komentarza

uzasadniajacego prawdziwos¢ lewej strony nierownosci.

Czasem zdajacy zamieszczali w arkuszach egzaminacyjnych takie rozwigzania, w ktorych rozumowanie
konczy si¢ po dwoch, trzech przeksztatceniach tezy, jak w przyktadzie 19., a wnioskowanie o stusznosci

tezy z otrzymanej przez zdajgcego nierownosci nie jest wcale oczywiste.
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Przyktad 19.
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Nalezy podkresli¢, ze wsérdd maturzystow zdarzaja si¢ osoby poszukujgce wlasnych sposobow
rozwigzan, prowadzacy nieschematyczne rozumowanie. Warto doceni¢ takie dzialania, zwlaszcza
w przypadku zadan postrzeganych przez wigkszo$¢ zdajacych jako trudne.

Jednak w ponizej zamieszczonym przyktadzie 20. Mozna zauwazyé, ze zdajacy, cho¢ dwukrotnie
podejmowat nieudolng probe rozpatrzenia przypadkow, w kazdej z nich popehit blad rachunkowy
1 nie rozwazyl przypadku zerowania si¢ zmiennej. Ponadto nie potrafit wykorzysta¢ otrzymanego
wyniku i odpowiednio go skomentowac. A wystarczyto stwierdzié, ze obliczony wyr6znik tréjmianu
kwadratowego jest ujemny, zatem trojmian kwadratowy nie ma pierwiastkow. Przy najwyzszej potedze
trojmianu kwadratowego stoi liczba dodatnia 3, zatem lewa strona nierdwnosci przyjmuje zawsze
warto$¢ dodatnig. Oznacza to, Zze nierowno$¢ jest prawdziwa dla dowolnej liczby a i dowolnej liczby b
roznej od zera. Rozwazy¢ przypadek np. b = 0 i stwierdzi¢, ze otrzymujemy nieréwno$é¢ 3a” > 0, ktora
jest prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczywistej a, bo wyrazenie po lewej stronie jest wielokrotnoscia
kwadratu liczby. Z rozwazonych dwoch przypadkow wynika, ze nierowno$¢ jest prawdziwa dla
dowolnych rzeczywistych liczb a i b.

Przyktad 20.
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Wirdd btednych rozwigzan, niestety nadal bardzo czesto, dominowaly takie, w ktorych wielu zdajacych
wykonywato sprawdzanie poprawno$ci nierownosci jedynie dla konkretnych wartosci liczb a i b
(przyktad 21.).

Przyktad 21.
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Na poziomie rozszerzonym najwigcej trudnosci tegoroczni maturzy$ci mieli z rozwigzaniem
zadania 9., o czym $wiadczy niski poziom wykonania tego zadania —25%. Sprawdzato ono umiejetnosci
7 obszaru Rozumowanie i argumentacja, a wymagato przeprowadzenia dowodu geometrycznego
dotyczacego zalezno$ci migdzy dtugo$ciami odcinkéw w podstawie trojkata.

Zdajacy przyjmowali rézne drogi rozumowania, jednak w przewazajacej liczbie  korzystali
z podobienstwa trojkatow. Zdecydowana wickszo$¢ maturzystow, ktorzy rozwigzali to zadanie
poprawnie z wykorzystaniem podobienstwa, wskazywata trojkaty podobne, powolujac si¢ na ceche
podobienstwa (kgt, kqt, kqt), nastepnie zapisywata stosunki odpowiednich bokéw, z ktérych to
zwigzkow wyprowadzata teze (przyktad 22. i przyktad 23.).
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Przyktad 23.
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Duza grupa zdajacych, ktora rozwigzala to zadanie poprawnie, korzystata z przystawania trojkatow.
Takie rozwigzania zilustrowano przyktadem 24. i przyktadem 25.

Przyktad 24.
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Przyktadem 25.
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Niektorzy maturzy$ci przeprowadzili dowod z zastosowaniem zaleznosci trygonometrycznych.
Oto przyktad poprawnego rozwiagzania z wykorzystaniem takiej drogi rozumowania.

Przyktad 26.
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Wsréd maturzystow poprawnie prowadzacych rozumowanie, byli tacy, ktorzy jednak nie
przeprowadzili pelnego rozumowania. Ponizej przyktad takiego rozwigzania, w ktorym zdajgcy nie
uzasadnit przystawania trojkatow (przyktad 27.).
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Przyktad 27.
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Analogicznie, jak w ocenie rozwigzan zadan na dowodzenie z arkusza poziomu podstawowego,
podkresli¢ nalezy, ze w zadaniach, w ktorych trzeba wykaza¢ prawdziwos¢ tezy, maksymalng liczbe
punktow mozna otrzymaé tylko za rozwigzanie zawierajace pelne uzasadnienie. Oznacza
to w szczegolnosci, ze w zadaniu 9. trzy punkty za rozwigzanie byly przyznawane jedynie zdajacym,
ktorzy przedstawili w petni poprawne rozumowanie wykazywanej prawidlowosci.

Duza grupa maturzystow nie podjeta proby rozwiagzania tego zadania, a sposrod tych, ktorzy probowali
wykazac teze, wielu nie potrafito poprawnie zweryfikowacé jej prawdziwosci.

Cze$¢ zdajacych poprawnie rozpoczynata rozumowanie, jednak w dalszej czesci rozwigzania albo
przyjmowata bi¢dne zatozenia (przyktad 28.), albo po prostu konczyla rozwigzanie, poniewaz nie
potrafita wykorzysta¢ otrzymanych zaleznosci (przyktad 29.).
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Przyktad 28.
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Zdajacy rozpoczat dowod, poprawnie wskazujac trojkaty podobne, jednak pdzniej przyjal biedne
zalozenie, ze punkty Si T sg $rodkami bokow.
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Przyktad 29.
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Analogicznie jak na poziomie podstawowym, czestym bigdem popetnianym przez zdajacych, bylo
przyjmowanie szczegdlnych zalozen o rozwazanych obiektach matematycznych. Przyktadem 30.
ilustrujemy oparcie dowodu na nieuprawnionym zalozeniu, ze trojkagt ABCjest trojkatem

roéwnobocznym.
Przyktad 30.
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Inni zdajacy przyjmowali rGwniez nieuprawnione szczegolne zatozenie, ze punkty M i N sa srodkami
bokéw AC i BC odpowiednio (przyktad 31.).

Przyktad 31.

’m'ma: m\ ﬁ

Czasami zdajacy nie zaktadali wprost o potozeniu punktow M i N w s$rodkach bokow,
ale przyjmowali zalozenie, Zze prosta MN jest rownolegta do podstawy 4B trojkata.

Rownie czesto zdarzato sig, ze zdajacy dowody opierali na nieprawdziwych zalezno$ciach miedzy
trojkatami, stwierdzajac, ze trojkaty ASM i BNT sa przystajace. Takie rozwigzanie prezentujemy
w przyktadzie 32.

Przyktad 32.
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Po analizie rozwigzan zadania 9. nasuwa si¢ spostrzezenie, ze tegoroczni maturzys$ci nie potrafia
wlasciwie wykorzysta¢ znanych im twierdzen, albo rozwazaja szczegdlne przypadki, przyjmujac
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nieuprawnione zatozenia o figurach geometrycznych. W swych rozwigzaniach powotywali si¢
na twierdzenia, ktore przy ich metodzie rozwigzania nie miaty zastosowania.

Podkresli¢ nalezy, ze na poziomie rozszerzonym niski poziom wykonania (30%) ma réwniez zadanie
11., w ktérym maturzy$ci musieli wykaza¢ si¢ umiejetnosScig tworzenia strategii rozwigzania
niewynikajgcej wprost z tresci zadania. Glownej przyczyny niskiego wyniku nalezy dopatrywaé sig
w braku opanowania zagadnienia wzajemnego potozenia okregdéw oraz braku catosciowej koncepcji
rozwigzania zadania. Analiza poprawnych sposobow rozwigzan tego zadania oraz btgdow najczesciej
popetianych przez zdajacych zostata zamieszczona w czgsci 2. ,,Problem pod lupa”.

Podobnie niski poziom wykonania zadania (31%) ma zadanie 10., wymagajace zastosowania
twierdzenia sinusow i twierdzenia cosinusow do obliczenia obwodu trojkata.

Kolejnym zadaniem, ktore sprawito najwiecej kltopotéw tegorocznym maturzystom zdajacym egzamin
na poziomie rozszerzonym bylo zadanie 14., poziom wykonania tego zadania — 31%. Maturzysci
zmierzyli si¢ w tym zadaniu z rOwnaniem trygonometrycznym.

Zdajacy, ktorzy poprawnie je rozwiazali, w poczatkowej fazie rozwigzania stosowali albo wzor na sumg
sinusow albo wzory na sinus sumy oraz roznicy katow. Nastepnie najczesciej przeksztalcali rownanie

do nastgpujacej postaci sin x - (cos X — %j = () irozwigzywali elementarne rownania trygonometryczne
(przyktad 33.1 34.).

Przyktad 33.
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Zdajacy zastosowal wzor na sumg sinusoéw, ponadto stwierdzit, ze funkcja cosinus jest parzysta, zatem

|_Wopehis

V4 T
COS(—;) :cos(g). Nastgpnie w wyniku poprawnych przeksztalcen uzyskat alternatywe

elementarnych réwnan trygonometrycznych, ktére poprawnie rozwigzat.

Przyktad 34.
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Inni zdajacy analogicznie wykonywali poczatkowy etap rozwigzania, ale dalej stosowali wzor na sinus
kata podwojonego. Takie poprawne rozwigzania ilustrujemy przyktadami 35. 1 36.
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Przyktad 35.
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Zdajacy doprowadzit rownanie do postaci sin 2x = sin x, a nastepnie zapisal katy, dla ktorych warto$ci
funkcji sin2x oraz sin x sg rowne.

Przyktad 36.
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Ten zdajacy réwniez zastosowat wzor na sinus kata podwojonego, ale w nastepnym etapie rozwigzania
, e L . , . . 3x . x

— wzdr na roznice sinusow, doprowadzajac roéwnanie do postaci iloczynu 2cos—-sin —=0

. . . \ . 3x . X
1 poprawnie rozwigzat rownania cos— =0, sin ) =0.
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Niektorzy zdajacy popelniali blad polegajacy na dzieleniu obu stron réwnania przez Sinx i nie
rozwazali przypadku sinx =0 (przykfad 37.1 38.).

Przyktad 37.
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Przyktad 38.

Innym btgdem, czesto popetnianym przez zdajacych, bylo traktowanie funkeji cosinus jako funkcji

. .. . , . T T .. .
nieparzystej 1 podawanie wartoSci COS(——)=—COS§=—E, co w konsekwencji prowadzito

1
do otrzymania btednego rownania elementarnego COSx + 5 =0 (przyklad 39.)
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Przyktad 39.
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Jeszcze innym, ale rowniez czestym bledem popetnianym przez zdajacych, byt blad w stosowaniu wzoru
na sumg sinuséw — najczesciej zdajacy pomijali liczbe 2. Ten btad tym bardziej dziwi, Zze poprawny
wzor znajduje si¢ w Zestawie wybranych wzorow matematycznych, z ktorych zdajacy moze korzystacé
podczas egzaminu. W przyktadzie 40. prezentujemy takie btedne rozwigzanie.

Przyktad 40.
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Czgs¢ zdajacych, po otrzymaniu rownan elementarnych, podawata tylko rozwigzania szczegotowe tych
roOwnan, pomijajac czgs¢ z wielokrotnoscia katam (przyktad 41.)

Przyktad 41.
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Niektorzy zdajacy, ktorzy podjeli si¢ rozwigzania tego zadania, popehniali btedy rachunkowe
skutkujgce otrzymaniem niepoprawnych rownan elementarnych (przyktady 42. 1 43.).

Przyktad 42.
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Zdajacy popehit btad rachunkowy w obliczeniu <2 .

2
Przyktad 43. L
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Zdajacy popehil btedy rachunkowe w obliczeniu ”‘;ﬁ oraz przy wylaczaniu liczby 4 poza nawias,

2
podstawil btgdng wartos¢ cosinusa kata Eﬂ' , wskutek czego jedno z otrzymanych réwnan bylo

Sprzeczne.

Z powodu nieczytelnych zapisow i btednych interpretacji niektorzy zdajacy otrzymywali rOwnania,
ktorych nie potrafili rozwigzac i nie doprowadzali rozwigzania do konca (przyktad 44.)

Przyktad 44.
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Maturzystom na poziomie rozszerzonym znaczng trudno$¢ sprawilo tez zadanie optymalizacyjne.
W duzym stopniu na taki wynik wptynat brak umieje¢tnosci uzasadniania, ze warto$¢ minimalna jest
warto$cig najmniejsza, wyznaczania dziedziny oraz fakt opuszczenia zadania przez wysoki odsetek
zdajacych. Kolejna duza grupa zdajacych byta w stanie rozwigzac tylko jeden z etapow zadania. Ten
typ zadania byt wnikliwie omoéwiony w ubiegltym roku jako Problem ,,pod lupg”.

2. Problem ,,pod lupg”

Zadania wymagajgce tworzenia i uzycia strategii — zagadnienia z geometrii analitycznej

Zadanie wymagajace uzycia lub tworzenia strategii rozwigzania funkcjonuje w arkuszu
egzaminacyjnym dla poziomu podstawowego oraz rozszerzonego od poczatku istnienia nowej formuty
egzaminu, tj. od roku 2015. W poprawnym rozwigzaniu zadania wymagajgcego umiejetnosci tworzenia
strategii wystepuja stale elementy: analiza zadania (okreslenie relacji miedzy wielko$cig poszukiwang
a danymi), ustalenie kolejnych krokéw prowadzacych do rozwigzania (utozenie planu dzialania),
realizacja przyjetej strategii i weryfikacja wyniku. Chodzi o to, aby zdajacy potrafit podzieli¢ dany
problem na kilka mniejszych probleméw czastkowych i nadat im takg strukturg, ktora pozwoli mu,
w wyniku rozwigzania kolejnych problemow czastkowych, rozwigza¢ wyjsciowy problem. Z ta r6znicag,
ze na poziomie podstawowym zdajacy ma wykazaé si¢ umiejetnoscia stosowania strategii jasno
wynikajacej z tresci zadania, natomiast na poziomie rozszerzonym ma zaplanowaé i wykonaé ciagg
czynno$ci nie wynikajgcy wprost z tresci zadania.

Na tegorocznym egzaminie na poziomie podstawowym przedmiotem rozwazan w zadaniu 33.,
ze stosunkowo niskim poziomem wykonania — 24%, byto wyznaczenie wspotrzednych punktu B
bedacego jednym z koncow odcinka AB, gdy dane sa wspotrzedne punktu 4 oraz rownanie symetralnej
odcinka A4B. Zadanie to, oprocz dowodow, stanowitlo powazne wyzwanie dla wielu zdajgcych.
Poprawne rozwigzanie tego zadania wymagalo znajomosci pojecia symetralnej odcinka i utworzenia
strategii rozwigzania zadania wymagajacej niewielkiej liczby krokow. Zdajacy, ktorzy poprawnie
rozwigzali to zadanie, najczgéciej: wyznaczali réwnanie prostej AB jako prostej prostopadiej
do symetralnej o rownaniu y = 3x i przechodzacej przez punkt 4 = (—18,10), nastgpnie rozwiazywali
uktad rownan, w ktorym jednym z réwnan byto rownanie symetralnej, a drugim rownanie prostej 45
1 w ten sposob obliczali wspotrzedne srodka odcinka AB . Kolejnym etapem bylo wykorzystanie
wzoréw na wspotrzedne srodka odcinka i zapisanie uktadu rownan z niewiadomymi x,i y,, ktérego

rozwigzanie prowadzito do obliczenia wspotrzednych punktu B.

Przyktadem 45. zilustrowano takie poprawne rozwigzanie.
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Przyktad 45.
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Inny zdajacy zrealizowal strategic w poczatkowej fazie w analogiczny sposob jak w poprzednim
przyktadzie, jednak po obliczeniu wspotrzednych $rodka P odcinka AB, skorzystat z twierdzenia
o punktach lezacych na symetralnej 1 zapisal réwno$¢ odleglosci punktow 4 i B od punktu P.
Dodatkowo zauwaza, ze wspétrzedne punktu B mozna obliczy¢ krotszym sposobem korzystajac
z jednokladno$ci o skali k=-1. Ten zdajagcy ma $wiadomo$¢ réznych drog prowadzacych
do rozwiazania problemu.
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Przyktad 46.

Zdajacy, ktorzy poprawnie rozwigzali to zadanie, czgsto na poczatkowym etapie rozwigzywania zadania
wykonywali analogicznie kroki jak w poprzednim przyktadzie, jednak w kolejnym etapie rozwigzania
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obierali inng strategi¢ (przyktad 47.).

Zdajacy, po wyznaczeniu rOwnania prostej 4B i obliczeniu wspotrzednych srodka P odcinka AB,
obliczyt dlugo$¢ odcinka AB . Nastepnie wykorzystal fakt, ze punkt B lezy na prostej AB i zapisat

rownanie z jedng niewiadoma x,, poprawnie je rozwigzat, dokonat krytycznej analizy otrzymanych

rozwigzan i dla poprawnie wybranego x, obliczyt y,.

L
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Przyktad 47.
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Jeszcze inny sposOb, czgsto stosowany przez zdajgcych, polegat na obliczeniu odleglosci punktu A4
od prostej y=3x, wyznaczeniu réwnania prostej 4B jako prostej prostopadlej do symetralnej

o rownaniu y=3x i przechodzacej przez punkt A =(—18,10) oraz przyjeciu, ze punkt B

1
ma wspotrzedne (X~ ng +4) skoro lezy na prostej o rownaniu y = —gx +4.

Nastepnie zdajgcy korzystat z wlasnosci symetralnej do sformutowania wniosku, ze punkt B znajduje
si¢ w takiej samej od niej odleglosci jak punkt A, co prowadzito do otrzymania réwnania z wartos$cig
bezwzgledna. Po rozwigzaniu réwnania zdajacy dokonal krytycznej oceny wyniku i stwierdzil,
ze jednym z rozwigzan jest odcigta punktu 4, zatem tylko drugie rozwigzanie jest odcietg punktu B i dla
niej wyliczyt rzedng tego punktu (przyktad 48.).

Przyktad 48.
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Niektore rozwigzania zdajacych, ktorzy poprawnie rozwiazali zadanie 33., stanowily potwierdzenie nie
tylko umiejetnosci tworzenia strategii, ale rowniez tworzenia strategii optymalnej. Takie rozwigzanie
prezentujemy w przyktadzie 49., w ktorym zdajacy wykazal si¢ umiejetnoscia postugiwania si¢
wektorami w rozwigzaniu.

Przyktad 49.
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Zdajacy obliczyt wspotrzedne Srodka odcinka AB oraz wspolrzedne wektora E, skorzystat

z twierdzenia o wektorach rownych, wykorzystal te wspodtrzedne w translacji punktu S o wektor SB
1 otrzymat zgdane wspotrzedne punktu B.

Gdzie zatem nalezy upatrywac przyczyn niskiego wyniku w zadaniu, ktére nie nalezalo do zadan
szczegoblnie opuszczanych, jak kazdy z dowodow w arkuszu, a strategia rozwigzania zadania dos¢ jasno
wynikata z jego tre$ci? Oto mozliwe odpowiedzi na tak sformutowane pytanie.

CzeSci maturzystOw, pomimo zrozumienia istoty zagadnienia, znajomo$ci i rozumienia symetrii
wzgledem punktu i pojecia symetralnej, popetniony blad rachunkowy uniemozliwial otrzymanie
poprawnych wspolrzednych punktu B (przyktad 50.).

Przyktad 50.
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Cz¢s¢ zdajacych, sporzadzata tylko ilustracj¢ graficzng do zadania —rysowali oni uktad wspotrzednych,
kreslili prosta o rownaniu y =3x 1 prosta do niej prostopadla, zaznaczali punkt 4, a nastgpnie
podejmowali probe odczytania wspotrzednych punktu B z rysunku. Zrobienie ilustracji zawierajgcej

jedynie tre$¢ zadania w formie graficznej nie stanowi na tyle istotnego postepu w zadaniu,
by przybliza¢ znaczaco rozwigzanie.

Inng, dos¢ liczng, grupe zdajacych stanowili ci, ktorzy nie rozumiejg pojecia symetrii wzgledem prostej
1 po przeczytaniu tresci zadania, bt¢dnie interpretowali potozenie srodka odcinka AB jako punktu (0,0)
i przyjmowali, ze punkty 4 i B sg symetryczne wzgledem tego punktu — jak w przyktadach 51.1 52.

Przyktad 51.
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Przyktad 52.
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Ten zdajacy, jak wielu innych, potrafil poprawnie wyznaczy¢ jedynie rOwnanie prostej prostopadiej
do symetralne;j.

Przyktadem 53. ilustrujemy czeste rozwiazania, ktore znalazty si¢ w pracach licznej grupy zdajacych.
Nie potrafili oni wykorzysta¢ otrzymanych wynikéw do dalszego rozwigzania i konczyli rozwigzanie.

Przyktad 53.
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Takie rozwigzania $§wiadczg o braku zrozumienia treSci zadania, a w szczegdlno$ci zrozumienia pojgcia
symetralna odcinka, czego skutkiem byt brak zaplanowania strategii rozwigzania.

Trudnym zadaniem dla tegorocznych maturzystow, ktorzy przystapili do egzaminu maturalnego
z matematyki na poziomie rozszerzonym, byto rowniez zadanie 11. (poziom wykonania zadania — 30%).
Dotyczyto ono wymagan z obszaru UzZycie i tworzenie strategii.

Aby rozwigza¢ zadanie, nalezalo opracowaé strategie, ktora doprowadzi do wyznaczenia wartosci
parametru a, dla ktorych okregi o danych réwnaniach majg dokladnie jeden punkt wspdlny.
Poszczegolne etapy rozwigzania wymagaty od maturzystow umiejetnosci wyznaczania wspotrzednych
srodkow 1 promieni okrggow, zauwazenia dwoch przypadkow styczno$ci: zewnetrznej i wewnetrznej
obu okrggoéw oraz wykorzystania warunkow stycznos$ci w obu przypadkach do wyznaczenia wartosci
parametru a.

Nizej zamieszczono przyktadowe poprawne rozwigzanie zadania, w ktorym maturzysta wyznacza
najpierw wspotrzgdne Srodkow i oblicza promienie obu okregoéw, podaje dwa przypadki wzajemnego
polozenia okregéw o dokladnie jednym punkcie wspdlnym, i zapisuje potrzebne rownania i je
poprawnie rozwigzuje.

Przyktad 54.
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Czes¢ zdajacych nie przepr(.)v.vadzila wnikliwej analizy zadania i nie rozwazata przypadku styczno$ci
wewnetrznej, przez co nie stworzyta wlasciwej strategii rozwigzania zadania (przyktad 55.).
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Przyktad 55.
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Niektorzy maturzysci przeprowadzali analizg tresci zadania, jednak zapisywali bledne zaleznosci,
jak zdajacy w przyktadzie 56., ktory btednie zapisat warunek stycznos$ci wewngtrznej.

Przyktad 56.
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Niemata cze$¢ zdajacych, ktorzy poprawnie zaplanowala sposob rozwigzania zadania, w osiggnieciu
pelnego sukcesu przeszkodzity im braki w podstawowych umiejgtnosciach. Czgs¢ zdajacych popetnita
btedy juz na poczatku rozwigzania przy wyznaczaniu wspotrzgdnych $rodka okrggu i konsekwentnie
do popetionego bledu rozwigzywata zadanie do konca.
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3. Whioski i rekomendacje:

1.

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym potwierdzit, Ze maturzystom nie
sprawiajg trudnosci zadania sprawdzajagce pojedyncze, mato skomplikowane umiejetnoscei,
wymagajgce wykonania jednej lub dwoch czynno$ci.

Najlepsze wyniki zdajacy uzyskali w zadaniach zamknigtych, ktore sprawdzaty umiejetnosci:
wykorzystania  interpretacji geometrycznej uktadu réwnan pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi, wykorzystania wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego oraz wyznaczenia
warto$ci pozostatych funkcji trygonometrycznych tego samego kata ostrego znajac wartos¢ jedne;j
z funkcji: sinus lub cosinus.

Wzglednie wysoki byt rowniez odsetek zdajacych, ktorzy potrafili bada¢ rownoleglos¢ prostych
na podstawie ich réwnan kierunkowych oraz oblicza¢ prawdopodobienstwo zdarzenia
z wykorzystaniem klasycznej definicji prawdopodobienstwa w prostej sytuacji. Tym samym
potwierdza sig¢ teza, ze zdajgcy osiggajg bardzo dobre wyniki w zadaniach krotkich, wymagajgcych
jedynie zastosowania wzorow.

Na poziomie rozszerzonym dla zdajgcych nie bylo zadan bardzo tatwych, ani nawet latwych.
Najlepsze wyniki zdajacy uzyskali w zadaniach sprawdzajgcych umiejetno$¢ szkicowania wykresu
funkcji z warto$cig bezwzgledna i okreslania liczby rozwigzan réwnania oraz obliczania
prawdopodobienstwa warunkowego.

W przypadku zadan otwartych na poziomie rozszerzonym najwyzsze wyniki zdajacy uzyskali
za rozwigzanie zadania, w ktorym nalezalo wykazac si¢ umiejetnoscig zastosowania geometryczne;j
interpretacji pochodnej do wyznaczenia réwnania stycznej do krzywe;.

Maturzysci lepiej radza sobie zrozwigzaniem zadan, w ktorych nalezy wykorzysta¢ znany
algorytm, niz zzadaniami wymagajagcymi zaplanowania strategii rozwigzania, modelowania
matematycznego czy uzasadnieniem postawionej tezy.

Zaréwno na poziomie podstawowym, jak i na poziomie rozszerzonym, egzamin ujawnit niski
poziom opanowania przez zdajagcych umiejetnosci z zakresu geometrii, zarbwno w przypadku
geometrii ptaszczyzny (planimetrii) — w szczegdlnosci geometrii na ptaszczyznie kartezjanskiej —
jak 1 geometrii przestrzennej (stereometrii). Dotyczy to glownie zadan rozszerzonej odpowiedzi,
w ktorych nalezalo uzy¢ lub stworzy¢ strategie rozwigzania, laczac w spojng, logicznie
uporzadkowang cato$¢ kilka pojedynczych umiejetnosci. Przyczyn niepowodzen zdajgcych
w takich zadaniach nalezy upatrywa¢ w umiej¢tnosci czytania tresci zadania ze zrozumieniem
1 poprawnej jej interpretacji, ktorych to opanowanie umozliwia stworzenie calo$ciowej koncepcji
rozwigzania.

Na niski wynik egzaminu z matematyki najcze$ciej znaczaco wpltywa brak sprawnosci
rachunkowej oraz problemy 2z poprawnym wykonywaniem obliczen rachunkowych.
W rozwigzaniach zadan otwartych btedy rachunkowe sa popetniane przez zdajacych na kazdym
etapie rozwigzania, a te z nich, ktore dotycza poczatkowej fazy rozwiagzania zadania nierzadko
w sposob istotny utrudniajg lub wrecz uniemozliwiajg dokonczenie rozwigzania albo doprowadzaja
do otrzymania wynikéw niespetniajgcych warunkéw zadania. W wyniku popelnianych bledow
zdajacy czesto nie doprowadzaja rozwigzania do momentu, ktéry umozliwityby rozstrzygnigcie,
czy zdajacy opanowal sprawdzane umiejetnosci potrzebne do prawidtowego rozwigzania zadania.
Maturzysci czesto nie potrafig wlasciwie zinterpretowac uzyskanych wynikoéw, a tym samym
ujawniajg brak zrozumienia poje¢ 1 wlasnosci obiektow matematycznych.

Wyniki egzaminu maturalnego wyraznie wskazuja, ze najwigcej trudnosci na egzaminie
z matematyki sprawiajg maturzystom zadania wymagajace uzasadnienia prawdziwosci tezy.
Zadania wymagajace przeprowadzenia rozumowania i przytoczenia poprawnej argumentacji
sg znacznie czesciej od innych pomijane, a wsrod tych zdajacych, ktérzy podejmujg probe ich
rozwigzania jest wielu wnioskujacych o prawdziwosci tezy na podstawie sprawdzenia poprawnos$ci
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dla kilku wybranych wartosci, albo nieuprawnionym przyjmowaniu szczegdlnych zatozen
orozwazanych obiektach matematycznych. Czegsto tez zdajagcy pomijajg istotng cze$é
rozumowania lub nie podaja jakiegokolwiek komentarza w kluczowych miejscach
przedstawianego uzasadnienia.

Tegoroczny egzamin ujawnil relatywnie niski poziom umiejetno$ci rozumienia tekstu
matematycznego. Swiadcza o tym nieudane préby podjecia rozwigzania zadan, gdzie juz
w poczatkowe] fazie tworzenia strategii rozwigzania zdajacy przystepuja do rozwazania sytuacji
odmiennych od wynikajacych z treSci zadan.

W trakcie procesu ksztalcenia nauczyciele powinni nada¢ duze znaczenie poczatkowej fazie
rozwigzania zadania, tj. precyzyjnemu ustaleniu istoty rozwigzywanego problemu i rozumieniu
opisanej sytuacji. Mozna ¢wiczy¢ z uczniami zmian¢ sformulowania treci matematycznej na opis
tego samego zagadnienia w innym ujeciu albo rozwigzywanie zadan, w ktorych pozornie drobna
zmiana w treSci wymaga zastosowania rozumowania istotnie odmiennego.

Podczas lekcji nalezy pokazywac 1 wyjasniac alternatywne ujecia zagadnien, ktore umozliwiajg
poprawne i szybkie rozwigzanie problemu oraz ¢wiczy¢ z uczniami rozwiazywanie zadan réznymi
sposobami, ukazujgc tym samym rozmaito$¢ strategii rozwigzywania problemow matematycznych.

Umiejetnos¢ uogolniania i okre§lania zmiennosci wlasnosci obiektow matematycznych
w zalezno$ci od przyjmowania réznych wartosci liczbowych jest niezbgdna do prowadzenia
prawidtowego wnioskowania. Wspomniane umiejetnosci decyduja wrgcz o mozliwosci
rozwigzania niektorych zadan. W trakcie procesu ksztalcenia nauczyciele powinni stwarzaé
uczniom wigcej okazji do ¢wiczenia umiejetno$ci analizowania zmian wlasnoSci obiektow
matematycznych, ktore sa konsekwencjg przyjmowania w badanych sytuacjach réznych
mozliwych wartosci liczbowych.

W trakcie nauki nalezy koniecznie zwraca¢ uwage¢ na staranne i sprawne wykonywanie
przeksztatcen i obliczen. Nieodzowne jest weryfikowanie poprawnosci otrzymanego wyniku,
a w przypadku wynikow niezgodnych z trescig zadania wskazywanie i wyjasnianie tych
sprzecznosci, aby ksztatltowaé umiej¢tnos¢ okreslania obiektow matematycznych wyznaczonych
przez konkretne wartosci liczbowe.

W nauczaniu geometrii nalezy zwrédci¢ szczegdlng uwage na poprawng interpretacje tresci zadan
1 rozwazanie wlasciwych figur geometrycznych oraz ich elementow.

Zagadnieniom optymalizacyjnym warto nada¢ w toku edukacji matematycznej wigksze znaczenie.
Zwigkszenie liczby przeanalizowanych réznorodnych przyktadow moze pozwoli¢ na poglebiong
analiz¢ i tym samym na zrozumienie istoty problemu, zwlaszcza w realizacji najbardziej
kluczowych etapéw rozwigzania, tj. wyznaczania dziedziny funkcji i uzasadniania istnienia
warto$ci najwigkszej lub najmniejszej rozwazanej funkcji.



