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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Sprawozdanie zostato opracowane przez Centralng Komisje Egzaminacyjng we wspoétpracy
z okregowymi komisjami egzaminacyjnymi.

Centralna Komisja Egzaminacyjna

ul. Jozefa Lewartowskiego 6, 00-190 Warszawa
tel. 22 536 65 00

www.cke.gov.pl sekretariat@cke.gov.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Gdansku (wojewodztwa: kujawsko-pomorskie, pomorskie)
ul. Na Stoku 49, 80-874 Gdansk

tel. 58 320 55 90

www.oke.gda.pl komisja@oke.gda.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Jaworznie (wojewsdztwo slgskie)
ul. Adama Mickiewicza 4, 43-600 Jaworzno

tel. 32 784 16 00

www.oke.jaworzno.pl sekretariat@oke.jaworzno.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Krakowie (wojewodztwa: lubelskie, matopolskie, podkarpackie)
0s. Szkolne 37, 31-978 Krakow

tel. 12 683 21 01

www.oke.krakow.pl oke@oke.krakow.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Lomzy (wojewsdztwa: podiaskie, warmirisko-mazurskie)
Al. Legionow 9, 18-400 Lomza

tel. 86 473 71 20

www.oke.lomza.pl sekretariat@oke.lomza.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Lodzi (wojewodztwa: todzkie, swigtokrzyskie)
ul. Ksawerego Praussa 4, 94-203 t.6dz

tel. 42 664 80 50

lodz.oke.gov.pl sekretariat@lodz.oke.gov.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Poznaniu (wojewodztwa: lubuskie, wielkopolskie, zachodniopomorskie)
ul. Gronowa 22, 61-655 Poznan

tel. 61 854 01 60

www.oke.poznan.pl sekretariat@oke.poznan.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Warszawie (wojewodztwo mazowieckie)
ul. J6zefa Bema 87, 01-233 Warszawa

tel. 22 457 03 35

www.oke.waw.pl info@oke.waw.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna we Wroctawiu (wojewsdztwa: dolnoslaskie, opolskie)
ul. Tadeusza Zielinskiego 57, 53-533 Wroctaw

tel. 71 785 18 94

www.oke.wroc.pl sekretariat@oke.wroc.pl
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POzIOM PODSTAWOWY

Opis arkusza egzaminu maturalnego

W roku szkolnym 2024/2025 egzamin maturalny z matematyki zostat przeprowadzony na
podstawie wymagan podstawy programowej okreslonej w rozporzgdzeniu Ministra Edukacji
z dnia 28 czerwca 2024 r."

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym zawierat ogétem 35 zadan
(ujete w 31 grup/wigzek tematycznych), na ktore sktadato sie 25 zadan zamknietych

i 10 zadanh otwartych. Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz umiejetnosci ujete w czterech
obszarach wymagan ogolnych:

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa (3 zadania zamkniete tgcznie za 3 punkty).

Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji (6 zadan tacznie za 11 punktéw, w tym: 2 zadania
zamkniete tgcznie za 2 punkty oraz 4 zadania otwarte za 9 punktéw).

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (19 zadan tgcznie za 24 punkty, w tym:
16 zadan zamknigtych fgcznie za 16 punktow oraz 3 zadania otwarte tgcznie za
8 punktow).

IV. Rozumowanie i argumentacja (7 zadan tgcznie za 12 punktow, w tym: 4 zadania
zamkniete tgcznie za 4 punkty oraz 3 zadania otwarte tgcznie za 8 punktow).

Zdajgcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzoréw matematycznych na egzamin maturalny
Z matematyki oraz linijki, cyrkla i kalkulatora prostego.

" Rozporzgdzenie Ministra Edukacji z dnia 28 czerwca 2024 r. zmieniajgce rozporzgdzenie w sprawie podstawy programowe;j
ksztatcenia ogdlnego dla liceum ogolnoksztatcgcego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia (Dz.U. z 2024 r. poz. 1019).
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Dane dotyczace populacji zdajacych

VSN ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajacych (Formuta 2023) 24759
z licedw ogdlnoksztatcgcych 15143
z technikow 9497
z branzowych szkét 1l stopnia 119
ze szkot na wsi 794
ze szko6t w miastach do 20 tys. mieszkancow 6551
ze szkoét w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 7611
Zdajacy rozwigzujacy ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 9803
zadania w arkuszu . -
standardowym ze szkot publicznych 22220
ze szkot niepublicznych 2475
kobiety 13376
mezczyzni 11383
bez dysleksji rozwojowe;j 20875
z dysleksjg rozwojowag 3884
obywatele Ukrainy? 52
* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentow.
Z egzaminu zwolniono 18 oséb - laureatéw i finalistéw Olimpiady Matematyczne;j.
ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH
Zdajgcy rozwigzujgcy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 150
zadania w arkuszach stabowidzacy 20
dostosowanych — -
niewidomi 3
stabostyszgcy 37
niestyszacy 5
z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang mézgowym 6
porazeniem dzieciecym
z zaburzeniem widzenia barw 6
Ogotem 227

2 Zdajacy — obywatele Ukrainy przystagpili do egzaminu maturalnego na podstawie § 3c ust. 1 rozporzgdzenia Ministra Edukacji

i Nauki z dnia 21 marca 2022 r. w sprawie organizacji ksztatcenia, wychowania i opieki dzieci i mtodziezy bedacych

obywatelami Ukrainy (Dz.U. z 2023 r. poz. 2094 z pézn. zm.).
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Przebieg egzaminu ]

QV:ISWNCHN  INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU

Termin egzaminu 6 maja 2025
Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkot 382
Liczba zespotdéw egzaminatorow 34
Liczba egzaminatoréw weryfikatorow 34
Liczba egzaminatoréw 553
Liczba obserwatoréow? (§ 8 ust. 1) 51
Liczba w przypadku:

uniewaznien* . m— . . _
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan

pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali
pkt 2 egzaminacyjnej z urzgdzenia telekomunikacyjnego B
art. 44zzv | zaktécenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu )
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 1
zdajgcego

art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczgcych
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego

art. 44zzy | niemoznos¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty
ust. 10 odpowiedzi)

Liczba wglagdow?* (art. 44zzz) 1992

3 Rozporzgdzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2024 r. poz.
302, z p6zn. zm.).
4 Ustawa z dnia 7 wrzesnia 1991 r. o systemie oswiaty (Dz.U. z 2025 r. poz. 881).
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdajacych

WACGIESHE ROzZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH
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wynik procentowy
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00

. Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia Odchylenie Odset'ek**
Zdajacy zdajacych (%) (%) (%) (%) (%) standardowe | sukcesow
(%) (%)
Ogotem
Formuta 2023 24759 0 100 66 100 64 26 88
w tym:
z licedw
ogbmoksziaicacych | 15143 0 100 74 100 69 26 91
z technikow 9497 2 100 54 44 56 25 94
z branzowych szkét
1 stopnia 119 4 70 24 14 26 15 38
obywatele Ukrainy 52 12 100 61 52 60 24 85

* Dane dotyczg tegorocznych absolwentéw. Parametry statystyczne sg podane dla grup liczacych 30 lub wiecej zdajacych.
** Dane dotyczg tegorocznych absolwentoéw, ktorzy przystapili do wszystkich egzaminéw obowigzkowych.
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Poziom wykonania zadan

WIS POZIOM WYKONANIA ZADAN

Wymagania podstawy programowej

Poziom
Nr Wymagania ogélne Wymagania szczegétowe wykonania
zad. zadania
(%)
|. Sprawnosc¢ rachunkowa. Zdajacy:
1.3) stosuje wiasnosci pierwiastkow dowolnego stopnia [...]; o
1. S o - . 70%
1.4) stosuje zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem oraz prawa
dziatan na potegach i pierwiastkach.
2 |. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy: 65%
' 1.4) stosuje [...] prawa dziatan na potegach [...]. 0
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
3. | reprezentaciji. 1.9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje sie 80%
wzorami na [...] logarytm ilorazu i logarytm potegi.
I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy:
4 I;;ls;tgsuje wzory skréconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)?, 75%
11.2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych.
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
5. 1.2) przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb 35%
catkowitych i reszt z dzielenia [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji. | Zdajacy:
6 111.3) rozwigzuje nierébwnosci liniowe z jedng niewiadoma. 75%
’ 1.6) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza 0
przedziaty na osi liczbowej.
IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
7. | reprezentaciji. 111.5) rozwigzuje réwnania wielomianowe postaci W(x) = 0 dla 65%
wielomianéw doprowadzonych do postaci iloczynowe;j.
8 IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy: 63%
" | reprezentaciji. 11.4) mnozy [...] wyrazenia wymierne. °
9 IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy: 339%
" | reprezentaciji. 1V.2) stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan tekstowych. 0
10 IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy: 729
" | reprezentacji. 111.4) rozwiazuje [...] nieréwnosci kwadratowe. °
Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji. | Zdajacy:
V.4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbior wartosci, miejsca
zerowe, przedziaty monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja
przyjmuje wartosci wigksze (nie mniejsze) lub mniejsze (nie
11. wieksze) od danej liczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkc;ji 71%
(o ile istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla
ktérych wartosci najwigksze i najmniejsze sg przez funkcje
przyjmowane.
1.6) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji. | Zdajacy:
12.1. V.9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie informacji o 67%
tej funkcji lub o jej wykresie.
Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji. | Zdajacy:
12.2. V.11) wykorzystuje wtasnosci funkgii [...] kwadratowej do 86%
interpretacji zagadnien geometrycznych [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji. | Zdajacy:
123 V.12) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy 50%
"~ funkcji [...] y = f(x) +b; °
V.4) odczytuje z wykresu funkcji: [...] miejsca zerowe [...].
IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. V.5) interpretuje wspétczynniki wystepujace we wzorze funkgiji
13. liniowej; 75%

V.6) wyznacza wzor funkgji liniowej na podstawie informac;ji o jej
wykresie lub o jej wtasnosciach.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Wymagania podstawy programowej

Poziom
Nr Wymagania ogélne Wymagania szczegotowe wykonania
zad. zadania
(%)
14.1 Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy: 77%
" | reprezentacii. VI.2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggéw okreslonych rekurencyijnie. °
14.9 IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy: 50%
" | reprezentacji. VI.4) sprawdza, czy dany ciag jest arytmetyczny lub geometryczny. 0
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
15. VI.7) wykorzystuje wiasnosci ciggéw [...] arytmetycznych [...] do 54%
rozwigzywania zadan [...].
16 IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy: 80%
" | reprezentacji. V1.6) stosuje wzor na n-ty wyraz [...] ciggu geometrycznego. °
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
17. | reprezentacii. VI1.2) korzysta z wzoréw sin? a + cos?a = 1, 72%
_ sina
tga = cosa
IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
18.1. | reprezentacji. VII.1) wykorzystuje definicje funkcji [...] tangens dla katéw od 0° do 85%
180°[...].
IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
18.2. | reprezentacji. VII.1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus [...] dla kagtow od 0° do 63%
180°[...].
19 IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy: 83%
' VIIL.5) stosuje wtasnosci katéw wpisanych i sSrodkowych. °
20 IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy: 55%
’ VII1.8) korzysta z cech podobienstwa trojkgtow. 0
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
21. VI1.3) stosuje twierdzenie cosinuséw oraz wzor na pole trojkata P = 54%
Z.a-b-siny.
2
22 IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy: 73%
’ IX.3) oblicza odlegto$¢ dwdch punktéw w uktadzie wspétrzednych. 0
IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
23 reprezentac;ji. IX.2) postuguje sie réwnaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci 829%
’ kierunkowej [...], w tym wyznacza réwnanie prostej o zadanych 0
wiasnosciach (takich, jak np. [...] rownolegto$¢ do innej prostej).
IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
24. | reprezentacji. IX.4) postuguje sie réwnaniem okregu 64%
(x—a)?+(@y-b)?=r2
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
X.4) rozpoznaje [...] w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kat
o5 miedzy odcinkami i ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat 54%
’ miedzy tworzgca a podstawg) [...]; 0
X.5) oblicza objetosci [...] stozka [...], rowniez z wykorzystaniem
trygonometrii.
26 Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy: 66%
" | reprezentacji. X.5) oblicza objetosci [...] graniastostupdw [...]. 0
27 IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy: 74%
" | reprezentacji. XI.2) zlicza obiekty, stosujgc reguty mnozenia i dodawania [...]. 0
o8 Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy: 88%
" | reprezentacji. XII.1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym. °
29 IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy: 93%
| reprezentacji. XIl.2) oblicza $rednig arytmetyczng [...]. 0
30 Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji. | Zdajacy: 729
’ XI1.2) [...] znajduje mediane i dominante. °
IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
31. |reprezentacji. XIIl) rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach dajacych sie 43%

opisac¢ funkcjg kwadratowa.
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WYKRES 2.

P0OzIOM WYKONANIA ZADAN W OBSZARZE WYMAGAN OGOLNYCH

Poziom opanowania
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

POzZIOM ROZSZERZONY

Opis arkusza egzaminu maturalnego

W roku szkolnym 2024/2025 egzamin maturalny z matematyki zostat przeprowadzany na
podstawie wymagan podstawy programowej okreslonej w rozporzgdzeniu Ministra Edukacji
z dnia 28 czerwca 2024 r.°

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawierat ogétem 13 zadan
otwartych (ujetych w 12 grup/wigzek tematycznych). Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz
umiejetnosci ujete w nastepujgcych obszarach wymagan ogdlinych:

Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji (1 zadanie otwarte tgcznie za 2 punkty).

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (5 zadan otwartych tgcznie za 20 punktéw).

IV. Rozumowanie i argumentacja (7 zadan otwartych tgcznie za 28 punktow).

Zdajgcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzorow matematycznych na egzamin maturalny
Z matematyki oraz linijki, cyrkla i kalkulatora prostego.

Dane dotyczace populacji zdajacych

IV:ISWNGH  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIAW ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajacych (Formuta 2023) 7417
z licedw ogdlnoksztatcgcych 4994
z technikow 2417
z branzowych szkét 1l stopnia 6
ze szkot na wsi 112
ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 1464
ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 2136

Zdajacy rozwigzujacy ze szkdt w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 3705

zadania w arkuszu -

standardowym ze szkot publicznych 6903
ze szkot niepublicznych 496
kobiety 3107
mezczyzni 4310
bez dysleksji rozwojowe;j 6104
z dysleksjg rozwojowa 1313
Obywatele Ukrainy” 18

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentéw.

Z egzaminu zwolniono 18 osdb - laureatéw i finalistow Olimpiady Matematyczne.

8 Rozporzgdzenie Ministra Edukacii z dnia 28 czerwca 2024 r. zmieniajgce rozporzgdzenie w sprawie podstawy programowej
ksztatcenia ogdlnego dla liceum ogolnoksztatcgcego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia (Dz.U. z 2024 r. poz. 1019).

7 Zdajacy — obywatele Ukrainy przystgpili do egzaminu maturalnego na podstawie § 3c ust. 1 rozporzgdzenia Ministra Edukacji
i Nauki z dnia 21 marca 2022 r. w sprawie organizacji ksztatcenia, wychowania i opieki dzieci i mtodziezy bedacych
obywatelami Ukrainy (Dz.U. z 2023 r. poz. 2094 z pézn. zm.).
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V=SV WA ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajgcy rozwigzujacy | z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 52
zadania w arkuszach stabowidzacy 2
dostosowanych — -
niewidomi 0
stabostyszgcy 8
niestyszgcy 1
Z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang moézgowym 0
porazeniem dzieciecym
z zaburzeniem widzenia barw 4
Ogotem 67
Przebieg egzaminu
INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU
Termin egzaminu 12 maja 2025
Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkot 310

Liczba zespotdéw egzaminatorow
Liczba egzaminatoréw
Liczba obserwatoréow?® (§ 8 ust. 1)

Liczba . w przypadku:
uniewaznien

art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan

pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali
pkt 2 egzaminacyjnej z urzgdzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zakiécenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez
zdajgcego

art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczgcych
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego

art. 44zzy | niemoznos¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty
ust. 10 odpowiedzi)

Liczba wglagdow® (art. 44zzz)

8 Rozporzgdzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2024 r. poz. 302,
z pézn. zm.).
9 Ustawa z dnia 7 wrzesnia 1991 r. o systemie o$wiaty (Dz.U. z 2025 r. poz. 881).
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdajacych

WACGIESEN ROZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH
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wynik procentowy

WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE*

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia s?adncdha):'ltj:::e

1acy zdajacych | (%) (%) (%) (%) (%) %)
Ogotem
Formuta 2023 7417 0 100 32 4 36 27

w tym:

z licedw
ogolnoksztatcacych 4994 0 100 42 46 43 26
z technikow 2417 0 100 14 4 21 21
z branzowych szkot 6 _ _ B B B B
Il stopnia
obywatele Ukrainy 18 — — — — — -

* Dane dotycza tegorocznych absolwentéw. Parametry statystyczne sg podane dla grup liczacych 30 lub wigcej zdajgcych.
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Poziom wykonania zadan

AV N:ISWN 0l POZIOM WYKONANIA ZADAN

Wymagania podstawy programowej

XI11.5) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkcji;
XI111.6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem
pochodnej.

Wymagania szczegotowe Poziom
Nr w . 51 ) . wykonania
zad. ymagania ogoine Gdy wymaganie dotyczy treci zakresu podstawowego szkoty zadania
ponadpodstawowej — dopisano (P). (%)
II. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
1 informaciji. V.14) (P) postuguje sie funkcjami wykfadniczg i logarytmiczng [...] 78%
’ do opisu i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami 0
praktycznymi.
2 IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy: 40%
: 1.5) korzysta ze wzoréw na: [...] (a+b)" [...]1. 0
I1l. Wykorzystanie i interpretowanie | Zdajacy:
3. | reprezentaciji. VI11.8) oblicza katy tréjkata i dtugosci jego bokéw przy odpowiednich 20%
danych (rozwigzuje trojkaty).
4 I1l. Wykorzystanie i interpretowanie | Zdajacy: 16%
" | reprezentaciji. XI1.1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe [...]. 0
5 IIl. Wykorzystanie i interpretowanie | Zdajacy: 56%
" | reprezentac;ji. I11.4) rozwigzuje réwnania i nierownosci z wartoscig bezwzgledna. 0
6 I1l. Wykorzystanie i interpretowanie | Zdajacy: 499
" | reprezentaciji. VI.2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume. 0
7 IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy: 339
' VIII.11) (P) przeprowadza dowody geometryczne. 0
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
IX.2) znajduje punkty wspdlne dwdch okregow;
8. IX.3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspétrzedne oraz diugos¢, 27%
dodaje wektory i mnozy wektor przez liczbe, oba te dziatania
wykonuje zaréwno analitycznie, jak i geometrycznie.
9 IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy: 250
' VI1.6) rozwigzuje réwnania trygonometryczne. °
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
10 X.3) (P) rozpoznaje w [...] ostrostupach katy miedzy odcinkami [...] 18%
’ oraz katy miedzy $cianami, oblicza miary tych katow; 0
X.5) (P) oblicza [...] pola powierzchni [...] ostrostupow [...].
I1l. Wykorzystanie i interpretowanie | Zdajacy:
11 reprezentac;ji. I11.3) stosuje wzory Viéte’a dla réwnan kwadratowych; 449,
’ I11.5) analizuje réwnania i nieréwnosci liniowe z parametrami oraz °
réwnania i nierownosci kwadratowe z parametrami [...].
121 IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy: 26%
T X.5) (P) oblicza objetosci [...] stozka [...]. 0
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
XIl11.4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku
rzeczywistym oraz oblicza pochodng, korzystajgc z twierdzen
12.2. o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu [...]; 46%
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

UALGESES POZIOM WYKONANIA ZADAN W OBSZARZE WYMAGAN OGOLNYCH

90%
78%

80%
70% -

60% -

50% -

40%
40% -

30%
30% -

20% -
10% -
0% -

Poziom opanowania

_r IV_r

Obszar wymagan ogdlnych
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Sprawozdanie za rok 2025

KOMENTARZ

Analiza jakosciowa zadan — poziom podstawowy

Arkusz egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym zawierat 25 zadan
zamknietych i 10 zadan otwartych o zréznicowanym stopniu trudnosci, ktérych rozwigzanie
wymagato wykazania sie wiedzg i umiejetnosciami z zakresu nastepujgcych obszaréw
wymagan ogolnych:

I. Sprawnos¢ rachunkowa

Il. Wykorzystanie i tworzenie informaciji

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentac;ji
IV. Rozumowanie i argumentacja

Poziom wykonania zadan z arkusza egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie
podstawowym w ww. obszarach zostat przedstawiony na wykresie 2. Analiza poziomu
wykonania zadan w poszczegolnych obszarach pozwala stwierdzi¢, Ze najwiekszg trudnosc¢
sprawity zdajgcym zadania wymagajgce przeprowadzania rozumowan i podawania
argumentacji oraz zadania wymagajgce stosowania i tworzenia strategii (poziom wykonania
51%). Sa to umiejetnosci opisane w IV obszarze wymagan ogolnych Rozumowanie

i argumentacja, a sprawdzane byty w 7 zadaniach, w tym: w 4 zadaniach zamknietych oraz
w 3 zadaniach otwartych.

Wyzszy poziom wykonania (62%) dotyczy zadan z Il obszaru wymagan Wykorzystanie

i interpretowanie reprezentacji, czyli badajgcych umiejetnos¢ stosowania obiektow
matematycznych i operowania nimi, interpretowania poje¢ matematycznych, dobierania

i tworzenia modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw praktycznych

i teoretycznych. Umiejetnosci z tego obszaru byly sprawdzane w 19 zadaniach, w tym:

w 16 zadaniach zamknietych oraz w 3 zadaniach otwartych.

Najwyzszy poziom wykonania (67%) odnotowano w zadaniach badajgcych umiejetnosci

z zakresu | i Il obszaru wymagan ogolnych. Umiejetnosci wykonywania obliczen na liczbach
rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora, stosowania praw dziatah matematycznych przy
przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych (I obszar wymagan ogoélnych) sprawdzane byty

w 3 zadaniach zamknietych. Natomiast umiejetnosciami z || obszaru wymagan ogoinych,
czyli interpretowaniem i operowaniem informacjami przedstawionymi w tekscie, zarbwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresoéw czy diagramoéw,
zdajgcy musieli wykaza¢ sie podczas rozwigzywania 6 zadan, w tym: 2 zadan zamknietych
oraz 4 zadan otwartych.

Analizujgc wskazniki poziomu wykonania poszczegolnych zadah arkusza egzaminacyjnego
z matematyki na poziomie podstawowym, ktére zostaty zamieszczone w Tabeli 5., mozna
zauwazy¢, ze najliczniejszg grupe stanowig zadania fatwe (poziom wykonania od 70% do
89%). Takich zadan jest 15, w tym: 14 zadan zamknietych i 1 zadanie otwarte.

Drugg grupe pod wzgledem liczebnosci stanowig zadania umiarkowanie trudne (poziom
wykonania od 50% do 69%). Takich zadan w arkuszu wystgpito 12, w tym: 9 zadan
zamknietych i 3 zadania otwarte.

Siedem zadan arkusza egzaminacyjnego (6 otwartych i 1 zamkniete) odznacza sie niskim
poziomem wykonania (od 20% do 49%), przez co zakwalifikowano je do kategorii zadan
trudnych.
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W zestawie egzaminacyjnym z matematyki na poziomie podstawowym zadne z zadan nie
byto dla tegorocznych maturzystéw bardzo trudne. Natomiast najwyzszy poziom wykonania
(z zakresu od 90% do 100%) osiggneto jedno zadanie zamkniete (zadanie 29.), co swiadczy
o tym, ze byto ono bardzo tatwe dla zdajgcych.

Zadania, z ktorymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Analiza wskaznikéw wykonania poszczegolnych zadah z zestawu egzaminacyjnego

z matematyki na poziomie podstawowym prowadzi do wniosku, ze najtrudniejszym zadaniem
(poziom wykonania 30%) dla tegorocznych maturzystow byto zadanie 9. — otwarte krotkiej
odpowiedzi, za ktérego poprawne rozwigzanie mozna byto uzyskac¢ 2 punkty. W tym zadaniu
sprawdzane byty umiejetnosci z Il obszaru wymagan ogélnych — dobieranie/tworzenie
modelu matematycznego do rozwigzania problemu praktycznego i teoretycznego.

Tres$¢ zadania 9. brzmiata:

Zarzagd firmy wydzielit z budzetu kwote 1200000 zfotych fgcznie na projekty badawcze
dla dwoch zespotow: A i B. W pierwszym pofroczu realizacji tych projektow oba zespoty
wykorzystaty tgcznie 146700 zfotych — zesp6t A wykorzystat 13% przyznanych mu
Srodkoéw, a zespot B wykorzystat 11% przyznanych mu Srodkow.

Oblicz kwote przyznang zespotowi A na realizacje projektu badawczego.
Zapisz obliczenia.

Witasciwa interpretacja informacji zawartych w tresci zadania skutkowata utworzeniem
modelu matematycznego prowadzacego do rozwigzania problemu. W zaleznosci

od wybranego sposobu rozwigzania mozna byto zapisac¢ ukfad rownanh z dwiema
niewiadomymi (oznaczajgcymi kwoty przyznane poszczeg6lnym zespotom) lub réwnanie

z jedng niewiadoma (oznaczajgcg kwote przyznang jednemu z zespotow), co stanowito
pierwszy etap rozwigzania. Realizujgc drugi etap, nalezato wyznaczy¢ rozwigzanie wczesniej
zapisanych zwigzkéw i poda¢ kwote przyznang zespotowi A na realizacje projektu
badawczego.

Przyktady 1., 2.1 3. ilustrujg najczesciej wystepujgce poprawne sposoby rozwigzania
zadania 9.

Przyktad 1.

4 100 000 {xwa =4 200000 =) x = -200000 -y
A= x aE PAS x + 8,41y = 446700
B T
1% % + -T?%a.: A4 8100
0,‘13{-‘?200900—?,) > 1R LT T 146 700
166 000 -D;-‘?}an, 4 D;’Wﬁ- = 146 700 ;’+cr-1'5?—ofﬁ}
166 000 = 1h6 700+ om Y [ =146 700
200 = oY /59
ARL QOO = U

w= 4100000 ~ L5000 = F35 000
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Przyktad 2.
Y ian ha ot ‘.’h\?oh A
A700 000 =% = ol zesgoia >

446 Y00 = 03 + (1200 ©00-x) 04
196700 = 0% +4%52000 - O x
A46F00-14%2000= ©,02%

Lo ¢
44300 = 02x

- A49%06 | | . L , .y
X2 mar T x = ¥Y5000 2okl
Przyktad 3.
AF|A )T e

R

f <l 74200000

\J

L oA lelolglal, = k700 00D —M4 rAod
L9 =Y
e x # 0|98 200008k ) F45132 QO
[4 7 A D4

-T C>,, O w = FALEOD

=| £35 000

< oA ZCE:OOO v

Niski poziom wykonania tego zadania wskazuje na to, ze zdajgcy, pomimo podjecia préby
rozwigzania, mieli problem z poprawng interpretacjg tresci zadania. Cze$¢ zdajgcych, widzac
w opisie problemu wartosci procentowe, btednie uznawata, ze w rozwigzaniu nalezy
wykorzysta¢ procent sktadany (Przyktad 4.)
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Przyktad 4.
146 760= 4200000 o f +
A6 Y0 =| 1200 060 ° 4,43 ;

_ 1%%
fr, = 4200 600 +( 1+ /)-

1

13
400

700

/14/:@@@/% 43600

Btednie interpretowali tres¢ zadania rowniez ci maturzysci, ktérzy przyjmowali, ze skoro
wykorzystano kwote 146 700 zt, to wystarczy obliczy¢ 13% i 11% tej kwoty i otrzymane
wartosci zsumowac (Przyktad 5.).

Przyktad 5.
— Tt 1|

U EFO0 — I %Yo \\\T’M

v —1 AP/

U0 — I

X | T W
Yedoo -y =] 100X | UEIO I = OO x
& \G12TF 0o = (KO /OO
IRDOFICO = 100y | /i 100 G 127 | =ix
/oA | = X
7T

1RSI +16123F = 25 208 - 4G 3®©

Czesc¢ zdajacych nie tylko btednie interpretowata tre$¢ zadania, ale rowniez wprowadzata
dodatkowe zatozenia, ktore w niej nie wystepowaty, ani z niej nie wynikaty. Przyktadem
takiego dodatkowego warunku byto zatozenie, ze kwota 1 200 000 zt zostata réwno
podzielona miedzy oba zespoty i wystarczy obliczy¢ 13% kwoty 600 000 zt, by wyznaczy¢
szukang wartosc¢ (Przykfad 6.). W takich rozwigzaniach informacje o tym, ze zespét B
wykorzystat 11% przyznanej mu sumy, uznawano za zbedng i jej nie wykorzystywano.
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Przyktad 6.
h A I~
T 200,000

A

=
N ~
/ﬁ" IRA «/(/

1790000 12=600000,

[7

600 000-< 700,
4 ~ 73 o/u

400 000+ 15= 700y
#0000 =700 170
X = H 000

OAg | | olons (A5 g GUO- 000 A
f v |V
. Wi //'sw' 17 /)O’Ja LY
7 %M /¥ /Q (/3%/ Jov v A
/ v

Wsrdd rozwigzan pojawiaty sie rowniez takie, w ktérych zdajacy zapisywali poprawny uktad
rownan, ale nie potrafili go poprawnie rozwigza¢ (Przykfad 7. i Przyktad 8.). W takich
przypadkach zdajgcy uzyskiwali 1 punkt za realizacje pierwszego etapu rozwigzania.

Przyktad 7.
’ ’ 7" vd
a. hd léﬂ:}(/é( -di’f‘ﬁ; élg 4 é"" A.’L@ L 'ﬁé‘ﬁ?%’/{i] /‘g
7
1T
f 2 h 4
A 200 Gl = gor o L ecs qoc <\g = 4

AL 00 M3 4011 A

~
-~

74 fﬁ@: G 7Y e
~AO4 00 E G
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Przyktad 8.
LG Can ! ibold | 200 000 4T | | [4Rkoo Uuu—- 46 700 =
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| ! . et — P"\\.s NN —73 p,/r.?u;.,. |
Q‘.{b( 12 00 QQ’\)‘\;) O, Mg 446 00| | Al an rw,zmh

V‘)&"qu b"(du HLLLC)J

4§6QQJ = U(JB y +0, 1(\} =AY6. 7‘0\./ 'ijm“ E3: ’Uo"‘
0‘02\5 ; _ 93300 | | L1

—;%—chuoo R EEEE RN

—

magi | — ! | — ! $
1

| |

|

] ] |
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Analiza rozwigzan zadania 9. pozwala zauwazy¢, ze jedng z przyczyn niepowodzen przy
rozwigzywaniu tego zadania jest brak umiejetnosci czytania tresci zadania ze zrozumieniem,
poprawnej jej interpretacji oraz niski poziom opanowania umiejetnosci modelowania
matematycznego.

Zadanie 5. (dwupunktowe, otwarte, krétkiej odpowiedzi) sprawito zdajgcym nie mniejszy
problem niz rozwigzanie zadania 9. Byto to zadanie z IV obszaru wymagan ogolnych
(Rozumowanie i argumentacja), ktére polegato na przeprowadzeniu dowodu dotyczgcego
podzielnosci liczb catkowitych. W rozwigzaniu tego zadania maturzysci mieli wykazac sie
umiejetnoscig podawania matematycznych argumentéw uzasadniajgcych poprawnosé
rozumowania.

Poziom wykonania zadania 5. (32%) wskazuje na to, ze byto to zadanie trudne

dla przystepujacych do egzaminu maturalnego w 2025 roku.

Aby uzyska¢ maksymalng liczbe punktéw za rozwigzanie zadania 5. nalezato wykazag,

ze dla kazdej nieparzystej liczby naturalnej n liczba 3n? + 2n + 7 jest podzielna przez 4.
Rozwigzujgc zadanie 5., zdajgcy stosowali rézne podejscie do problemu. Jedni,
wykorzystujgc fakt, ze liczba n jest nieparzysta liczbg naturalng, zapisywali jg w postaci
21+ 1,gdzie LEZ i | > 0. Nastepnie przeksztatcali liczbe 3n? + 2n + 7 do postaci
4(31% + 41 + 3), w ktorej suma 312 + 41 + 3 jest liczbg catkowitg, co implikowato wniosek,
ze liczba 3n? + 2n + 7 jest podzielna przez 4 dla kazdej liczby nieparzystej n.

Ten sposéb rozwigzania zilustrowano Przyktadem 9.
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Inny pomyst na wykazanie postawionej w zadaniu 5. tezy mieli ci maturzysci, ktérzy
zapisywali liczbe 3n? + 2n + 7 w postaci sumy algebraicznej liczb podzielnych przez 4
i uzasadniali, ze kazdy ze skfadnikow tej sumy jest podzielny przez 4 (Przykfad 10.

i Przyktad 11.).

Przyktad 10.
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Przyktad 11.
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Stosunkowo liczng grupe wsrod zdajacych stanowili ci, ktorzy pomimo poczatkowo dobrego
pomystu na rozwigzanie, nie osiggali w nim sukcesu — popetniali btedy, np. nieprawidtowo
stosowali wzory skréconego mnozenia (Przyktad 12. i Przykfad 13.), btednie wykonywali
redukcje wyrazéw podobnych w otrzymanych wyrazeniach (Przyktad 14.), nieprawidiowo
wytgczali wspodlny czynnik przed nawias (Przykfad 15. i Przyktad 16.).

Przyktad 12.
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Przyktad 14.
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Przyktad 15.
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Cze$6 zdajgcych, pomimo przeksztatcenia wyrazenia 3n? + 2n + 7 do postaci, ktéra byta
wystarczajgca do zakonczenia dowodu, albo nie byta Swiadoma jego zakonczenia, albo
popetniata btedy w koncowym etapie rozwigzania, tj. w uzasadnieniu podzielnosci liczby

3n2 +2n+ 7 przez 4 (Przyktad 17.)
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Przyktad 17.
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Niektdérzy zdajacy obierali btedng metode rozwigzania zadania, polegajgcag na sprawdzeniu
prawdziwosci tezy tylko dla wybranych wartosci n (Przyktad 18.).

Przyklad 18.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Wsréd zadan trudnych dla tegorocznych maturzystéw znalazio sie rowniez zadanie otwarte
rozszerzonej odpowiedzi — zadanie 31. (poziom wykonania 38%). Zadanie to badato
umiejetnos¢ dobierania i tworzenia modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych z zakresu wykorzystania i interpretowania reprezentacji

(I obszar wymagan ogolnych).

W zadaniu 31. zdajgcy mieli wykazac sie umiejetnoscig rozwigzywania zadania
optymalizacyjnego, dotyczgcego problemu teoretycznego, ktéry da sie opisac funkcja
kwadratowg. Postawiony problem dotyczyt rodziny prostopadtoscianow ABCDEFGH,

w ktorych krawedz podstawy BC ma dtugos¢ 4 oraz suma dtugosci wszystkich krawedzi
wychodzacych z wierzchotka B jest rowna 15. Nalezato wyznaczy¢ wzor i dziedzine funkcji
P pola powierzchni catkowitej takiego prostopadto$cianu w zaleznoéci od dtugosci x
krawedzi AB oraz obliczy¢ dtugos¢ x krawedzi AB tego z rozwazanych
prostopadtoscianow, ktorego pole powierzchni catkowitej jest najwieksze. Elementem
pomocniczym w zadaniu byt przykladowy rysunek takiego prostopadtoscianu z opisanymi
krawedziami.

Aby rozwigzaé zadanie 31. nalezato zbudowa¢ model matematyczny sytuacji opisanej

w zadaniu, a nastepnie zbada¢ wtasnosci tego modelu. Wyznaczenie poprawnego wzoru
funkciji opisujacej pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu umozliwiato obliczenie
argumentu, dla ktérego funkcja kwadratowa (funkcja pola) przyjmuje najwiekszg wartosé.
Wyznaczenie wzoru funkcji P zmiennej x, okreslajgcej pole powierzchni catkowitej
prostopadtoscianu, wymagato wykorzystania zaleznosci pomiedzy dtugosciami trzech
krawedzi wychodzgcych z wierzchotka B okreslonej w tresci zadania (x + 4 + |BF| = 15).
Ustalenie poprawnej zaleznosci miedzy tymi krawedziami prowadzito dalej do wyznaczenia
diugosci krawedzi BF (wysokosci prostopadtoscianu) w zaleznosci od dtugosci krawedzi
AB (czyli zmiennej x) a w konsekwencji — do wyznaczenia wzoru na pole powierzchni
catkowitej prostopadtoscianu jako funkcji zmiennej x i okreslenia jej dziedziny. Nastepnie
wystarczyto zauwazy¢, ze wykresem funkcji P byt fragment paraboli skierowanej ramionami
do dotu, obliczy¢ pierwszg wspétrzedng wierzchotka tej paraboli i stwierdzié¢, ze nalezy ona
do dziedziny funkcji P.

Czesc¢ rozwigzujgcych to zadanie maturzystéw poprawnie interpretowata tres¢ zadania

i prawidtowo budowata model — wyznaczata wtasciwy wzor funkdji i jej dziedzine, a nastepnie
wyznaczata dlugos¢ x krawedzi AB prostopadtoscianu, dla ktdrej pole powierzchni
catkowitej bryly jest najwieksze (Przykfad 19.).
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Przyktad 19.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Niektdérzy rozwigzujagcy zadanie 31. dodatkowo — poza wymaganymi elementami okreslonymi
w tresci zadania — obliczali jeszcze wartos¢ najwiekszg funkcji P (Przyktad 20.).

Przyktad 20.
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Do obowigzkowego egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym
przystepowali takze ci zdajacy, ktérzy wybrali matematyke jako przedmiot dodatkowy

na poziomie rozszerzonym. Niektdrzy z nich rozwigzywali zadanie 31. z wykorzystaniem
elementdéw rachunku rézniczkowego (Przykiad 21. i Przyktad 22.).
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Przyktad 22.
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Niski poziom wykonania tego zadania (38%) moze wynika¢ z faktu, ze cze$¢ maturzystéw
miata problem z poprawng analizg tresci zadania i podanych w niej warunkdw, a podejmujgc
prébe rozwigzania zadania, stosowali model matematyczny najbardziej im znany, odnoszgcy
sie do prostopadtoscianu o podstawie kwadratu. Rozwigzanie z tego rodzaju btedem
obrazuje Przyktad 23.
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Przyktad 23.
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Czesc¢ zdajacych zamiast pola powierzchni catkowitej prostopadtoscianu rozpatrywata tylko
jego potowe bez jakiegokolwiek komentarza (Przyktad 24. i Przyktad 25.).
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Przyktad 25.
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Rozwigzujgcy zadanie 31. nie ustrzegli sie rowniez innego rodzaju btedow, ktére wykluczaty
uzyskanie maksymalnej liczby punktéw za rozwigzanie tego zadania.

Niepetng punktacje otrzymali zdajgcy, ktorzy nie wypetnili wszystkich elementéw polecenia,
np. nie wyznaczyli dziedziny funkgcji P(x) (Przyktad 26.).

Przyktad 26.
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Niektérym zdajgcym w poprawnym rozwigzaniu zadania przeszkodzit brak podstawowych
umiejetnosci matematycznych niezbednych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
(Przyktad 27.) czy wyznaczaniu dziedziny funkgji (Przyktad 28.).

Przyktad 27.
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Przyktad 28.
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Pojawity sie rowniez rozwigzania, w ktérych zdajacy jedynie obliczali wartos¢ pola
dla wybranych wartosci x i na tej podstawie wskazywali najwiekszg wartos$¢ pola
(Przyktad 29.).

Przyktad 29.
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Duza czesc¢ zdajgcych, ktora podjeta proby rozwigzania zadania, albo poprzestawata

na zapisaniu warunku x + 4 + |BF| = 15 (Przyktad 30.), albo w dalszej cze$ci swojego
rozwigzania podejmowata nieudane préby wyznaczenia dziedziny lub zapisania wzoru
funkcji pola (Przyktad 31. i Przykiad 32.).

Przyktad 30.
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Przyktad 31.
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Przyktad 32.
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Zadania, z ktorymi zdajgcy poradzili sobie najlepiej

Sposrod umiejetnosci sprawdzanych poprzez zadania tworzgce arkusz obowigzkowego
egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym w maju 2025 roku
maturzysci bardzo dobrze opanowali:

e obliczanie sredniej arytmetycznej

e obliczanie prawdopodobienstwa w modelu klasycznym

¢ wykorzystanie wtasnosci funkcji kwadratowej do interpretacji zagadnieh geometrycznych
o wykorzystanie definicji funkcji tangens dla katéw od 0° do 180°

e zastosowanie wiasnosci kgtow wpisanych i sSrodkowych.

Umiejetnosci te byly badane w zadaniach zamknietych, jedno- lub dwuczynnosciowych. Aby
je rozwigzac¢ wystarczyto zna¢ podstawowe pojecia matematyczne czy tez wkasnosci
rozwazanych obiektdéw, zrozumie¢ prosty tekst matematyczny, wykonaé elementarne
obliczenia lub odczyta¢ dane z rysunkow i diagramoéw, czyli wykazac sie umiejetnosciami
stosowania poje¢ oraz wykorzystania elementarnych wiasnosci obiektow matematycznych
w sytuacjach typowych.

Najwyzszy poziom wykonania wsrod zadan arkusza maturalnego z matematyki na poziomie
podstawowym odnotowano dla zadania 29. Byto to zadanie zamkniete, w ktérym nalezato
wykorzystac¢ definicje sredniej arytmetycznej do wyznaczenia sumy dwéch liczb.
Zdecydowana wiekszo$¢ zdajgcych poradzita sobie z poprawnym rozwigzaniem tego
zadania (poziom wykonania 91%).

Nieco stabiej (poziom wykonania 85%) maturzysci poradzili sobie z zadaniem 28. To zadanie
zamkniete wymagato zastosowania klasycznej definicji prawdopodobienstwa. W zadaniu
opisane byto doswiadczenie polegajgce na dwukrotnym rzucie symetryczng szescienng
kostkg do gry, ktéra na kazdej sciance ma inng liczbe oczek — od jednego do szesciu oczek.
Aby wskazac poprawng odpowiedz, nalezato obliczy¢é prawdopodobienstwo zdarzenia A,
polegajgcego na tym, ze suma liczb wyrzuconych oczek bedzie réwna 11.

Podobny poziom wykonania (84%) odnotowano dla zadania 12.2., w ktérym nalezato
wskazac¢ réwnanie osi symetrii wykresu funkcji kwadratowe;j.

Niewiele nizszy poziom wykonania (81%) odnotowano dla zadan 18.1. i 19.

W pierwszym z nich zdajgcy mieli obliczy¢ tangens kata ostrego, ktéry powstat w trojkgcie
prostokatnym po opuszczeniu srodkowej na jedng z przyprostokatnych tego tréjkata.
Elementem pomocniczym w tym zadaniu byt rysunek trojkata prostokatnego z wszystkimi
oznaczeniami.

Natomiast w rozwigzaniu drugiego z wymienionych zadah maturzysci musieli wykorzystac
zwigzek miedzy miarg kata wpisanego i kata srodkowego (opartych na tym samym tuku
okregu) do obliczenia miary kata ostrego w trojkgcie rownoramiennym, ktérego jednym

z katéw byt kat srodkowy. Do zadania dotgczony byt rysunek, dzieki ktéremu obliczenie
szukanej miary kata okazato sie dla zdajacych stosunkowo tatwg czynnoscia.

Wsrod zadan otwartych najtatwiejszym dla tegorocznych maturzystéw byto zadanie 30.

z lukg (poziom wykonania 70%), w ktérym nalezato wyznaczy¢ dominante i mediane
zestawu danych przedstawionych na dotgczonym do tresci zadania wykresie stupkowym.
Niewiele nizszy poziom wykonania (68%) odnotowano w otwartym zadaniu 10. krétkiej
odpowiedzi, ktére sprawdzato umiejetnos¢ rozwigzywania nierownosci kwadratowe;j.
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Byto ono umiarkowanie trudne dla tegorocznych maturzystow, choé pojawienie sie zadania
z tego zakresu nie powinno stanowi¢ zaskoczenia dla zdajgcych.

Porownywalny do poziomu wykonania zadania 10. osiggnieto w zadaniu 11. Byto to zadanie
z lukg otwartg, ztozone z czterech podpunktéw, w ktérych na podstawie dotgczonego

do zadania wzoru oraz wykresu funkcji f nalezato okresli¢ jej dziedzine i zbiér wartosci,
zbior wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie, oraz zbior
wszystkich rozwigzan rownania f(x) = 3. Poziom wykonania tego zadania to 67%.

Analiza wskaznikdéw poziomu wykonania poszczegodlnych zadan arkusza egzaminacyjnego
z matematyki na poziomie podstawowym pozwala zauwazy¢, ze — podobnie jak w latach
poprzednich — maturzysci najlepiej poradzili sobie gtéwnie z rozwigzaniem zadan
zamknietych, ktore dotyczyly zastosowania elementarnych pojec i wykorzystania wtasnosci
obiektéw matematycznych w sytuacjach prostych i typowych. Natomiast zadania otwarte,
ktorych rozwigzanie wymaga zaplanowania strategii, byty dla tegorocznych maturzystow
trudne i umiarkowanie trudne.
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Analiza jakosciowa zadan — poziom rozszerzony
Zadania, z ktorymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Wsrdd trzech najtrudniejszych zadan tegorocznego egzaminu maturalnego na poziomie
rozszerzonym, ktérych poziom wykonania okazat sie mniejszy od 20%, dwa zadania badajg
umiejetnosci z obszaru Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji, a jedno zadanie bada
umiejetnosci z obszaru Rozumowanie i argumentacja. Kolejne — ze wzgledu na wzrastajgcy
poziom wykonania — pie¢ zadan to zadania z obszaru Rozumowanie i argumentacja.

Ponizej przeanalizujemy trzy najtrudniejsze zadania i przyjrzymy sie najczestszym sposobom
ich rozwigzania oraz btedom, jakie popetniali zdajgcy.

Najtrudniejszym zadaniem dla tegorocznych maturzystéw okazato sie zadanie 4. — poziom
wykonania tego zadania to 14%. Zadanie to badato umiejetno$c¢ obliczenia
prawdopodobiehAstwa warunkowego. Doswiadczeniem losowym rozpatrywanym w zadaniu
byt czterokrotny rzut tradycyjna szescienng kostkag do gry, dlatego zdajgcy zwykle nie mieli
problemow z obliczeniem liczby wszystkich zdarzen elementarnych. Za ten element
rozwigzania nie otrzymywali jednak punktu, gdyz obliczenie liczby wszystkich zdarzen
elementarnych nie jest konieczne do obliczenia prawdopodobienstwa warunkowego. Istotne
elementy rozwigzania tego zadania to obliczenie liczby zdarzeh elementarnych sprzyjajgcych
zdarzeniu polegajgcemu na tym, ze w doktadnie dwéch sposréd czterech rzutow wypadnie
pie¢ oczek oraz obliczenie liczby tych zdarzen elementarnych, ktdre sprzyjajg zdarzeniu
polegajgcemu na tym, ze doktadnie dwa razy wypadnie pie¢ oczek i jednoczesnie co
najmniej jeden raz wypadnie szes¢ oczek.

Przyktady 1R i 2R przedstawiajg petne rozwigzanie tego zadania, przy czym autor
rozwigzania przedstawionego w Przyktadzie 2R prawie nie uzywa specyficznej dla rachunku
prawdopodobiefAstwa symboliki.

Przyktad 1R.
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Przyktad 2R.
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Znacznie rzadziej wystepowaty rozwigzania, w ktorych zdajgcy wykorzystywali nastepujaca
witasnosé prawdopodobienstwa warunkowego: P(A|B) = 1 — P(A'|B). W tym sposobie
rozwigzania, podobnie jak w poprzednim, nalezy obliczy¢ |B| (gdzie B byto zdarzeniem
polegajgcym na tym, ze w doktadnie dwdch sposrdd czterech rzutdw wypadnie pie¢ oczek)
oraz obliczy¢ moc zbioru A’ N B, a wiec liczbe tych wszystkich zdarzen elementarnych,

w ktorych doktadnie dwa razy wypadnie pie¢ oczek i jednoczesnie ani razu nie wypadnie
sze$¢ oczek.

Przyktad 3R przedstawia poprawne rozwigzanie takim wtasnie sposobem.

Przyktad 3R.

B

A= minl Aoy, | 6 K - 0y 6"
B dioQ vz L5l

A= $(A\b) = *(kp)

= ]
< 5 %
%2@5-4 T %;“3) 25 =625
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Sporadycznie wystepowaty rozwigzania, w ktérych zdajacy rozwazali model probabilistyczny,
w ktérym rozpatrywali jedynie dwa rzuty kostkg. Zastosowanie takiego modelu wymaga
jednak uzasadnienia, a przynajmniej stwierdzenia, Zze model, w ktéorym zdarzeniem
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elementarnym jest dwuwyrazowy cigg o wyrazach ze zbioru piecioelementowego

{1,2,3,4, 6} jest rbwnowazny modelowi, w ktérym zdarzeniami elementarnymi sg
czterowyrazowe ciggi o wyrazach ze zbioru szescioelementowego {1, 2, 3,4, 5, 6}. Ponizszy
Przyktad 4R ilustruje ten sposob rozwigzania. Na uwage zastuguje w tym przykfadzie zdanie:
,Odrzucam” dwa rzuty z 5, bo nie dajg sukcesu. Maturzysta stwierdzit w nim, moze zbyt
lakonicznie, ze do obliczenia szukanego prawdopodobiehAstwa warunkowego wystarczy
rozwazy¢ model probabilistyczny, w ktérym zdarzeniem elementarnym jest dwuwyrazowy
cigg. Wszystkie te ciggi zilustrowat w tabeli 5x5. Jednocze$nie zaznaczyt w niej 9 pdl
odpowiadajgcych parom, w ktdrych co najmniej jeden wyraz jest szostka. W rezultacie cate

: : . . 9
rozwigzanie sprowadza sie do zapisania utamka e

Przyktad 4R.
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16,6
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Granica miedzy w petni poprawnym rozwigzaniem, a rozwigzaniem z usterkg byta niekiedy
trudno uchwytna. Te drugg sytuacje ilustruje ponizszy Przykfad 5R. Z rozwigzania wynika, ze
zdajacy rozpatruje ciagi czterowyrazowe postaci (5, 5, x, y), w ktérych trzeci i czwarty wyraz
jest rézny od 5. Przyjecie takiego modelu wymaga wyjasnienia, czego w tym rozwigzaniu
niestety nie ma.

Przyktad 5R.
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Wykonalnos¢ tego zadania na poziomie 14% nie oznacza oczywiscie, ze 14% maturzystow
rozwigzato to zadanie. Odsetek ten oznacza, ze co najmniej 86% rozwigzujgcych to zadanie
nie otrzymato maksymailne;j liczby 3 punktéw.

Przyjrzymy sie kilku przyktadom, ktére ilustrujg czesciowo rozwigzane zadanie.

W Przyktadzie 6R zdajgcy poprawnie obliczyt liczbe wszystkich czterowyrazowych ciggow,
ktorych doktadnie dwa wyrazy to pigtki. Popetnit btad, obliczajgc liczbe tych ciggdw, ktorych
doktadnie dwa wyrazy to pigtki i jednoczesnie co najmniej jeden wyraz to szdstka,

a dokfadniej w miejscu, w ktérym obliczat, ile jest tych ciggow, w ktérych jest doktadnie jedna

szostka. Zapis (g) -1-5 wskazuje, ze zdajgcy poprawnie ustalit, na ile sposobéw mozna

rozmiesci¢ dwie piatki na czterech miejscach, ale brak w zapisanym iloczynie czynnika 2
oznacza, ze zdajgcy nie uwzglednit potozenia széstki (lub wyrazu réznego od pigtki i roznego
od széstki) na jednym z pozostatych dwdch miejsc.

Przyktad 6R.

REN
L aangET R AN
-7'&“'“{)‘1/ = 503 S5 -3015 =S
N VLl 6
M i ATEEY
Anh | E N-g it +h =
nith t (7
5 2616
Al ) = 150 2

Kolejny Przyktad 7R ilustruje czesto spotykang prébe wykorzystania schematu Bernoullego.

Przyklad 7R.
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Schemat ten mozna byto wykorzystac tylko do obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia B.
Do obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia A N B wykorzysta¢ tego schematu wprost
nie mozna byto. W rozwigzaniu tym maturzysta, wykorzystujgc schemat Bernoullego,
poprawnie obliczyt prawdopodobienstwo zdarzenia B.

W kolejnym Przyktadzie 8R maturzysta réwniez prébowat wykorzysta¢ schemat Bernoullego,
ale tym razem bez powodzenia.

Przyktad 8R.
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Przyktad 9R pokazuje cze$ciowo poprawne rozwigzanie, w ktérym zdajgcy poza poprawnie
obliczong liczbg wszystkich zdarzen elementarnych: || = 6-6 -6 - 6 = 1296, obliczyt tez
poprawnie moc zbioru B. Postuzyt sie przy tym jedynie regutg mnozenia i regutg dodawania

— dwiema podstawowymi metodami zliczania, ktérych znajomos¢ wymagana jest na
poziomie podstawowym.

Przyktad 9R.
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W wielu rozwigzaniach zdajgcy potrafili jedynie obliczy¢ liczbe wszystkich zdarzen
elementarnych. Takg sytuacje ilustrujg przyktady 10R i 11R.
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W pierwszym z tych przyktadow warto zwrdcié uwage na niepoprawnie uzywang symbolike:
Q = 6* (nagminnie stosowany niepoprawny zapis) zamiast |Q| = 6*, ,P(ANB) —co
najmniej [...]” zamiast A N B — co najmniej[...], ,P(A N B) = 6* — 5*” zamiast

|A N B| = 6* — 5*. Uzycie przez zdajgcego takiej symboliki pozwala przypuszczag¢, ze
realizowat on jednak rozszerzony program matematyki.

Przyktad 10R.

Q.= 6L‘ - (29
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W Przyktadzie 11R zdajgcy poprawnie stosuje symbolike matematyczng, ale jedyna
poprawnie obliczona wielkosé to Q] = 6* = 1296.

Przyktad 11R.
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Drugim wsréd najtrudniejszych zadan tegorocznego egzaminu na poziomie rozszerzonym
okazato sie zadanie 10. Poziom wykonania tego zadania jest rowny 16%. Zadanie to bada
umiejetnosci z obszaru Rozumowanie i argumentacja, ktory wypadt najstabiej w tegorocznym
egzaminie na poziomie rozszerzonym. Konstrukcyjnie jest to zadanie rozszerzonej odpowiedzi,
z zakresu stereometrii, punktowane w skali 0-5 punktéw. Brytg, ktorej dotyczy to zadanie, jest
ostrostup prostokatny o podanej dlugosci krawedzi podstawy oraz podanym cosinusie kata
miedzy dwiema sgsiednimi scianami bocznymi, ktore nie sg prostopadte do ptaszczyzny
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podstawy. Wielkoscig, ktorg nalezy obliczyc, jest pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.
Nazwa ostrostup prostokgtny nie wystepuje w tresci zdania. Do tresci nie zostat tez zatgczony
rysunek ostrostupa. Brak rysunku z pewnoscig byt dla wielu zdajgcych dodatkows trudnoscia.
Ostrostup ten zostat natomiast precyzyjnie i jednoznacznie opisany w tresci zadania, ktora jest
nastepujgca:

Podstawa ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD. Krawedz boczna SA jest wysoko$cig
ostrostupa, natomiast krawedz podstawy ma dfugos¢ 3+ 34. Cosinus kata [ miedzy Scianami
bocznymi CDS i BCS tego ostrostupa jest rowny (— %)

Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa. Zapisz obliczenia.

Rozwigzanie tego zadania mozna zrealizowac¢ na bardzo wiele sposobéw. Generalnie mozna te
sposoby podzieli¢ na dwie grupy ze wzgledu na poczatkowg faze rozwigzania.

Do pierwszej z tych grup zaliczymy te rozwigzania, w ktorych zdajgcy wykorzystywali twierdzenie
cosinuséw dla trojkata BDE, gdzie E jest spodkiem wysokosci scian bocznych BCS i CDS
opuszczonych na krawedz CS (zobacz rysunek).

h

A

Otrzymujemy w ten sposéb rownanie
d>=x*+x>—2-x-x-cosf

Poniewaz d = 3v/34 - V2 (dlugosé przekatnej kwadratu), a cosf§ = —215 , wiec dostajemy
9
9-34-2=2x%-2 2-(——)
X X R
istagd x = 15.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BCE obliczamy dlugo$¢ y odcinka CE:

y = \/(3\/ﬁ)2 ~152=9
Dalsza cze$¢ rozwigzania zalezy teraz od tego, czy zauwazymy, ze $ciany boczne BCS
i CDS to tréjkaty prostokatne, czy tez tego nie zauwazymy. Fakt ten wynika natychmiast
z twierdzenia o trzech prostopadtych, gdyz odcinek AB jest rzutem prostokgtnym krawedzi

BS na ptaszczyzne podstawy ostrostupa, a odcinki AB i BC sg prostopadte, bo sg to dwa
sgsiednie boki kwadratu.
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Jesli wiemy, ze tréjkat BCS jest prostokatny, to wystarczy zauwazyc, ze jest on podobny do
trojkata ECB (oba sg prostokatne i majg wspolny kat ostry przy wierzchotku C). Z tego
podobienstwa otrzymujemy proporcje

|BS| |EB]|

[BC| ~ [ECI

czyli % 5 ,istad b = 5v34

Do obliczenia pola powierzchni bocznej potrzebujemy jeszcze tylko dtugosci h

przyprostokatnej SA trojkata prostokgtnego ABS. Te mozemy obliczy¢ z twierdzenia
Pitagorasa dla tego tréjkata

2 2
= \/(5\/34) —(3V34) =434
Mozemy tez zauwazy¢, ze jest to trojkat pitagorejski podobny do tréjkata o bokach 3, 4, 5

w skali v34.
Pole powierzchni bocznej ostrostupa jest zatem réwne

1 1
Pb=2-5-3\/34-4\/34+2-5-3\/34-5\/34=12-34+15-34=918

Taki sposéb rozwigzania przedstawia Przyktad 12R.

Przyktad 12R.
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Fakt, ze trojkat BCS jest prostokatny mozemy tez wykorzystaé nieco inaczej. Poniewaz x
jest wysoko$cig tego tréjkata opuszczong z wierzchotka kata prostego, wiec mozemy

x?=vy-|SE|

zapisac réwnanie
152 =9 |SE|

Stad |SE| = 25. Mamy zatem diugos$¢ krawedzi bocznej |SC| = 9 + 25 = 34. Teraz,
podobnie jak poprzednio, do obliczenia pola powierzchni bocznej potrzebujemy jeszcze

wielko$¢ h. Te mozemy obliczy¢ z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ACS:

h=\/342—(3\/ﬂ-\/§)2=J342—18-34=J34-(34—18)=\/16-34 = 4/34

Pole powierzchni bocznej ostrostupa jest zatem réwne

1 1
Pb=2-—-3\/34-4\/34+2-E-34-15=12-34+15-34=918

2
Ten wariant rozwigzania przedstawia Przyktad 13R.

Przyktad 13R.
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Jeszcze inny wariant wykorzystania faktu, ze trojkat BCS jest prostokgtny, mozemy
zaobserwowac w rozwigzaniu przedstawionym w Przyktadzie 14R.

Przyktad 14R.
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Autor tego rozwigzania utozyt uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi. Dwa z tych
réwnan wynikajg z twierdzenia Pitagorasa, trzecie — ze wzoru pole trojkata.

Inne wykorzystanie faktu, ze trojkat BCS jest prostokatny, to zastosowanie funkcji
trygonometrycznych kata ostrego w tym tréjkacie. Ich wykorzystanie w gruncie rzeczy
prowadzi to do tych samych proporcji, ktére wynikajg z podobienstwa trojkatow.

Druga grupe rozwigzan, znacznie mniej liczng od omowionej wczesniej, stanowig te, w ktdrych
zdajgcy wykorzystywali wysokos¢ trojkgta BED opuszczong z wierzchotka E (zobacz

rysunek).
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Te wysokos¢é mozemy obliczy¢ na rézne sposoby. Pokazemy dwa z nich. Pierwszy polega na
zastosowaniu twierdzenia cosinuséw dla tréjkata BDE. Stad obliczamy (w sposob opisany
poprzednio) x = 15. Teraz z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkgta BEF mozemy obliczy¢
diugos¢ z odcinka FE:

z=J152—(%-3m-ﬁ) =+/225 - 153 = 6v2

Drugi sposéb oparty jest na zauwazeniu, ze wysokos¢ FE trojkata BDE jest jednocze$nie
dwusieczng kata 3. Wobec tego z trojkata prostokgtnego BEF otrzymujemy

1 1
B _IFB| 3d 5-3V34-V2 3y17

82 |FE|  z VA z
Ze wzoru na cosinus podwojonego kgta mamy

cos[i'=2cosz£—1 =1-2sin?=

2 2
Stad
20028 —1=-2 oraz 1-2sin2f=-2
2 25 2 25
cos?=2 oraz sin2f=Y
2 25 2 25
B _ 2V2 . B _ V17
coOs—=— oraz sin-=-—
2 5 2 5
gdyz g jest katem ostrym. Zatem
. V17
c ﬂ_Slng_—5 V17 V34
2 5
Otrzymujemy wiec rownanie
3Vv17 V34
z 4

z ktérego dostajemy z = 6v/2.

Jak wida¢ drugi z tych sposobdw jest dtuzszy, ale do obliczenia dtugosci odcinka FE nie
potrzebna jest tu dtugos¢ odcinka BE.

Po obliczeniu dtugosci odcinka FE mozemy obliczy¢ dtugos¢ y odcinka CE.
Wykorzystamy twierdzenie Pitagorasa dla tréjkgta CEF:

y=J(%-3@~ﬁ)z—(6ﬁ)2=m=9

Druga faza rozwigzania zadania tym sposobem, a wiasciwie catg grupg sposobdéw, polega
na zauwazeniu podobienstwa trojkgtéw CEF i CAS, a nastepnie obliczeniu dtugosci h
odcinka SA. Z tego podobienstwa otrzymujemy

d
Stad
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Teraz do obliczenia pola powierzchni bocznej potrzebujemy jeszcze tylko dtugosci b
przyprostokatnej SB tréjkata prostokagtnego BCS. Te mozemy obliczy¢ z twierdzenia
Pitagorasa dla tréjkata ABS:

2 2
b= \/(4\/34) +(3V34)" =5V34
Wtedy pole powierzchni bocznej ostrostupa obliczamy, sumujgc podwojone pola tréjkgtow
prostokatnych ABS i BCS:

1 1
Pb=2-§-3\/ﬁ-4\/34+2-§-3\/ﬁ-5\/ﬁ=12-34+15-34=918

Zamiast oblicza¢ dlugo$¢ b krawedzi bocznej BS mozemy obliczyé dtugos$¢ krawedzi
bocznej CS. Takze skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa, tylko tym razem dla tréjkata CAS:

S| =\/(4\/ﬂ)2+(3\/ﬂ-x/§)2 =16-34+ 1834 = 34

Wtedy nie musimy nawet wiedzie¢, ze trojkgt BCS jest prostokatny, gdyz mamy dtugosc¢
podstawy CS iwysokos¢ opuszczong na te podstawe. Pole powierzchni bocznej ostrostupa
jest zatem réowne

1 1
Pb=2'§-3\/34-4\/34+2-§-34-15=12-34+34-15 =918

Rozwigzanie reprezentujgce te grupe rozwigzan przedstawia Przykiad 15R.
Do obliczenia wysokosci trojkgta BDE opuszczonej z wierzchotka E zdajgcy wykorzystat

zwigzek miedzy cosinusem kata i tangensem potowy tego kata. Stad szybko obliczyt tangens
B

kata >
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Przyktad 15R.
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W znacznej cze$ci rozwigzania maturzystéw konczyly sie na pierwszej fazie, a wiec
obliczeniu wysoko$ci trojkgta CDE'. Niektorzy obliczali jeszcze dtugos$¢ odcinka CE.
Obliczenie dtugosci tych dwéch odcinkéw nie jest pokonaniem zasadniczych trudnosci
zadania, dlatego za takie czesciowe rozwigzania zdajgcy uzyskiwali maksymalnie 2 punkty.
Czes¢ z tych zdajgcych nie mogta poprawnie pokonac¢ drugiej fazy rozwigzania z powodu
bteddw interpretacyjnych. Przyjmowali oni np. ze $ciana boczna BCS jest tréjkatem
réwnoramiennym. Tego rodzaju btgd popetnit zdajgcy z Przyktadu 16R.
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Przyktad 16R.

Oblicz pole p
R

1
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Czes¢ zdajacych poprzestawata na obliczeniu dtugosci odcinka BE lub dtugosci odcinkow

BE i CE. Taka sytuacja ma miejsce w kolejnych Przyktadach 17R i 18R.

Przyktad 17R i 18R.
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Wsrdd zdajgcey byli rowniez tacy, ktdrzy nie potrafili poprawnie okreslic kata miedzy $cianami
bocznymi ostrostupa — Przyktad 19R.

Na pierwszy rzut oka mogtoby wydawacé sie, ze autorowi tego rozwigzania udato sie obliczy¢
dtugos¢ odcinka BE. Tak jednak nie jest. Poprawny z pozoru wynik jest efektem
zastosowania twierdzenia cosinusow w trojkgcie rownoramiennym o podstawie diugosci

3v34 -2 ikacie B miedzy ramionami, ktdrego cosinus jest rowny (— %)

Otrzymany odcinek dtugosci 15 nie jest jednak wysokoscig trojkata BCS opuszczong
z wierzchotka B, a dtugoscig krawedzi bocznej BS ostrostupa.

Przyktad 19R.

[0s] - 1#85 0 |
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Byty réowniez rozwigzania (Przyktad 20R), ktérych autorzy btednie interpretowali opisany
w tresci zadania ostrostup. Najczesciej rozpatrywali oni ostrostup prawidtowy czworokatny.

Przyktad 20R.
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Przejdziemy teraz do oméwienia trzeciego pod wzgledem trudnosci zadania tegorocznego
egzaminu, jakim okazato sie zadanie 3. (poziom wykonania 17%), za ktérego poprawne
rozwigzanie mozna byto otrzymac 3 punkty. To zadanie badato umiejetnosci z zakresu
geometrii ptaszczyzny i dotyczyto podziatu trojkata réwnobocznego ABC odcinkiem AD,
ktérego koniec D lezy na boku BC tego trojkata, na dwa trojkaty ABD i ADC o podanym

stosunku pol rownym @ Na podstawie tych danych zdajgcy musiat obliczy¢ miare kata

DAC. Pokazemy najpierw rozwigzanie, ktére wymaga jedynie umiejetnosci z planimetrii

z zakresu podstawowego.

Pierwsze spostrzezenie, jakiego dokonamy w rozwigzaniu tego zadania, to zauwazenie, ze
trojkaty ABD i ADC majg wspdlng wysoko$¢ opuszczong z wierzchotka A. Oznacza to, ze
stosunek pdél tych trojkatow jest rowny stosunkowi dtugosci ich podstaw, czyli

|IBD| v3-1
|cD| 2

Mozemy wiec przyjac, ze |BD| = (V3 —1)x i |CD| = 2x.

A

Zatem diugos$¢ boku trojkata ABC jest réwna

|AB| = |BC| = (V3 —1)x +2x = (V3 + 1)x
Prowadzimy wysokos¢ DE trojkgta ADC. Wtedy trojkat DCE to potowa trojkata
réwnobocznego o boku dtugosci 2x. Z wtasnosci takiego trojkata otrzymujemy

ICE| = % ICD| =x oraz |DE|=|CE| V3 =xV3

Mozemy teraz wyznaczy¢ dtugos¢ przyprostokatnej AE tréjkata prostokatnego ADE:

|AE| = |AC| — |CE| = (W3 +1)x —x = xV/3
Zatem |AE| = |DE|, wiec trojkat prostokatny ADE jest rownoramienny. To z kolei oznacza,
ze a = 45°.
Tego typu rozwigzania pojawiaty sie niestety sporadycznie. Jedno z nich przedstawia
Przyktad 21R. Witasnosci miarowe tréjkgtow ,ekierkowych” (w tym przypadku tréjkata
prostokgtnego o katach ostrych 30° i 60°) to jedno z podstawowych narzedzi czesto
wykorzystywanych w planimetrii przez ucznidéw szkoty podstawowej. Uczniowie szkoty
Sredniej tych bardzo prostych narzedzi uzywajg znacznie rzadziej, zastepujac je
twierdzeniem sinusow i cosinusow, a szkoda, gdyz w wielu zadaniach maturalnych te proste
wiasnos$ci wystarczajg do rozwigzania zadania, eliminujgc jednoczesnie wiele
niepotrzebnych rachunkow.
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Przyktad 21R.
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W przewazajacej czesci poprawnych lub czesciowo poprawnych rozwigzan maturzysci
wykorzystywali funkcje trygonometryczne. Rozwigzanie z uzyciem trygonometrii mozna
podzieli¢ na dwie zasadnicze grupy.

Do pierwszej z tych grup zaliczymy te rozwigzania, ktére nie wykorzystujg twierdzenia
sinuséw ani twierdzenia cosinusow. Ponizej jedno, najczesciej spotykane w tej grupie,
rozwigzanie.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

Korzystajgc dwukrotnie ze wzoru na pole trojkata z sinusem oraz z podanego stosunku pol
trojkatéw ABD i ADC, otrzymujemy

%- |AD| - |AB]| - sin(60° — a) ~ % -m-a-sin(60° — a) _sin(60° — a)

Papc %'|AD|'|AC|'sina %-m-a-sina sina

Papp

Strona 59 z 87




Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

sin(60° —a) V3-1
sina N 2

Pozostaje rozwigza¢ réwnanie trygonometryczne.
Z wiasnosci proporcji i ze wzoru na sinus réznicy katéw otrzymujemy

2(sin 60° cos @ — cos 60°sina) = (V3 — 1) sina

2<Ecosa—lsina> = (\/§— 1) sina

2 2

V3cosa —sina = V3sina — sina
cosa = sina
Poniewaz kat a jest ostry, wiec cos a # 0. Mozemy zatem obie strony otrzymanej rownosci
podzieli¢ przez cos a, otrzymujgc
sina

cosa
tga=1
Zatem a = 45°.

llustracjg takiego sposobu rozwigzania jest Przyktad 22R.

Przykiad 22R.
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Do drugiej grupy rozwigzanh wykorzystujgcych trygonometrie zaliczymy te, w ktérych
wykorzystamy twierdzenie sinusow lub twierdzenie cosinusow, lub jedno i drugie.
Préba rozwigzania zadania takim sposobem zostata przedstawiona w Przyktadzie 23R.

Przyktad 23R.
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Przyktad ten pokazuje jak wazna jest sprawnosc¢ rachunkowa, w tym przypadku w zakresie

o S ) : _3—v3 . . .
dziatan na pierwiastkach. Rownanie cosa = Py jakie po zmudnych rachunkach

otrzymat autor tego rozwigzania, jest poprawne. Niestety préba uproszczenia wyrazenia
stojgcego po prawej stronie tego rownania nie powiodtfa sie. Kolejna zapisana rownosc¢
3-vi _ (3-V3)V6-3V3
2J6-3v3  2V36-27
pierwiastek i zastosowac¢ wzér skroconego mnozenia na kwadrat réznicy:

_ 1’ \/‘) _ 19— 6\/_+3 12—6\/5_1 2(6-3v3) 2
2v/6 — 3\/‘ 6—3V3 6-3V3 6—3vV3 24 6-3V3 2

Niektérzy zdajacy przyjmowali jako niewiadomg kat BAD i otrzymywali nawet wtasciwg
wartosc¢ funkcji trygonometrycznej tego kata. Nie potrafili jednak wyznaczy¢ jego miary.
Z takg sytuacjg mamy do czynienia w Przykiadzie 24R.

jest nieprawdziwa. Wystarczyto np. wciggnac licznik utamka pod

Przyktad 24R.

JBCF%

| vur- ' | . |- H ‘;[9*2‘3”3‘
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Maturzysta otrzymat rownanie tga = 2 — V3, w ktérym a oznacza miare kgta BAD.
Wyznaczenie miary kagta a okazato sie zbyt trudne. Zdajgcy mogt probowaé oszacowacé te
miare. Wystarczyto obliczy¢ przyblizong wartos¢ liczby 2 — V3. Jest to okoto 0,2679

i odczytac z tablic przyblizong miare tego kata: a = 15°. To oczywiscie nie jest koniec
zadania. Nalezy jeszcze sprawdzi¢, czy doktadna warto$¢ tangensa 15° jest rowna

V3
tg45°—tg3 ° _ 1-—  3-y3

2 — /3. Mozna to zrobié np. tak: tg15° = tg(45° — 30°) = g g3~ B Vi
’ 1+1-—
3

(3-v3)" _ 9-6V3+3 _12-6V3
T (B+3)(3-V3) 9-3 6
(oznaczenie B zrozwigzania zdajgcego).
Wystepowaty takze, cho¢ sporadycznie, rozwigzania, w ktorych zdajgcy wykorzystywali
aparat geometrii analitycznej. Ten sposob rozwigzania w przypadku tego zadania jest
obarczony dosy¢ ucigzliwymi rachunkami, dlatego tylko maturzysci bardzo sprawni
rachunkowo dochodzili do kohcowego rezultatu. Ponizej Przyktad 25R przedstawiajgcy
analityczne rozwigzanie tego zadania.

=2 —+/3. Zatem a = 15°. Stad B = 60° — a = 45°

Przyktad 25R.

1480 | 43" 4 | 8Dl
ADC e be|
BD{-’QT-— !))<
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Jednym z powoddw tak niskiej wykonalnosci tego zadania byt wspomniany juz wczesniej
wybor nie do konca odpowiednich narzedzi matematycznych. Nie tylko chodzi o to, ze nie
miaty one zastosowania do rozwigzania tego zadania, co o fakt, ze ich zastosowanie
skutkowato koniecznoscig wykonania wielu operacji rachunkowych, najczesciej na
pierwiastkach, z ktérymi maturzysci sobie nie radzili. Ci maturzysci najczesciej zdobywali 1,
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rzadziej 2 punkty za rozwigzanie tego zadania. Zaprezentowane wczesniej rozwigzanie

w Przyktadzie 24R jest dobrg ilustracjg tego problemu. Licznej grupie zdajgcych, mimo
dobrego pomystu na rozwigzanie, przeszkodzity zwykte btedy rachunkowe, a niejednokrotnie
nawet btedy nieuwagi. llustracjg takiej sytuacji jest rozwigzanie z Przyktadu 26R.

Zdajacy juz na wstepie popetnit btad i w miejsce pola trojkata ABD wstawit formute na pole
trojkata ADC, a w miejsce pola tréjkgta ADC wstawit formute na pole trojkata ABD. Dalej
bardzo sprawnie doszedt do réwnania trygonometrycznego z niewiadomg «, poprawnie
zastosowat wzor na sinus réznicy katéw, poprawnie tez zapisat wartosci sinusa i cosinusa
kata 60°. Niestety mnozgc czynniki po prawej stronie réwnania, popetnit btad rachunkowy,
cho¢ raczej nalezy przypuszczaé, ze btad ten to efekt nieuwagi, ktéry doprowadzit go do
rownania sina = 0. Zdajgcy zapisat takg odpowiedz zamiast krytycznie oceni¢ otrzymany
wynik. Woéwczas by¢ moze sprobowatby sprawdzi¢ swoje rozwigzanie i poszukaé btedu.

Przyktad 26R.
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Podobne rozwigzanie, lecz z innym zakonczeniem, mozemy zobaczy¢ w Przyktadzie 27R.

Przyktad 27R.
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Autor tego rozwigzania oznaczyt literg a miare kagta BAD. Wtedy szukany kat DAC ma
miare 60° — a. Wnioskujac z zapisanej odpowiedzi, maturzysta juz o tym nie pamietat.
Zdajacy nie popetnit zadnego btedu rachunkowego. Otrzymat poprawne réwnanie

tga =2 — V3. Nawet zapisana przyblizona wartos¢ liczby 2 — V3 jest poprawna. Zdajgcy
nie uzasadnit jednak, ze kgt @ ma doktadnie 15°. Tych ktopotdw mozna byto uniknag¢,
oznaczajac jakas$ literg miare szukanego kata. Wtedy otrzymalibysmy tangens rowny 1,
skagd wnioskowaliby$my, ze miara szukanego kata to 45°.

Jednym z elementdéw rozwigzania tego zadania, za ktéry zdajgcy mogli otrzymaé 1 punkt,
byto zapisanie, ze stosunek dtugosci odcinkéw BD i CD jest rowny % Whniosek ten jest

natychmiastowy, o ile zauwazymy, ze trojkaty ABD i ACD majg wspdlng wysokosc
opuszczong z wierzchotka A. Maturzysci w wiekszos$ci z tego nie korzystali (cze$¢ w nich
prawdopodobnie w ogdle tego nie zauwazyta), wykorzystywali natomiast wzér na pole
trojkata z sinusem i wtedy najczesciej dochodzili do tego samego rezultatu. Nie wszystkim
jednak zastosowanie tego wzoru pozwolito uzyskac¢ ten wynik. Nie udato sie to autorowi
rozwigzania przedstawionego w Przyktadzie 28R. Zdajgcy zauwazyt, ze czynniki % i sin60°
wystepujace w liczniku i mianowniku otrzymanego stosunku pol skrécg sie i te czesc
obliczen wykonat w pamieci, nie zauwazajgc jednoczesnie, ze skréci sie réwniez czynnik a,
ktory takze wystepuje w liczniku i w mianowniku. W rezultacie zdajgcy otrzymat poprawng
zaleznos¢ 2ax = (V3 — 1) (a® — ax) miedzy wielkosciami a i x, ktérg potem skreslit. Nie
jest to jednak zaleznosc liniowa.

Przyktad 28R.
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Zadania, z ktorymi zdajgcy poradzili sobie najlepiej
Tegoroczni maturzysci na poziomie rozszerzonym najlepiej opanowali umiejetnosci:

e postugiwania sie funkcjg wyktadniczg do opisu i interpretacji zagadnien zwigzanych
z zastosowaniami praktycznymi

e rozwigzywania nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna

e rozpoznawania szeregow geometrycznych zbieznych i obliczania ich sum

e obliczania pochodnej funkcji z wykorzystaniem wzoru na pochodng ilorazu oraz
zastosowania pochodnej do rozwigzania zadania optymalizacyjnego.

Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu dla poziomu rozszerzonego (poziom wykonania 77%)
okazato sie zadanie 1. W tresci zadania opisane zostato zjawisko wzrostu liczebnosci N
populacji pewnego gatunku bakterii, podany zostat wzér N(t) = N, - kt funkcji N
zmiennej t, objasnione zostaty wszystkie wielkosci wystepujgce w tym wzorze, wreszcie
podana zostata liczebnos¢ populacji w momencie rozpoczecia obserwaciji i liczebnos¢ tej
populacji po dwéch godzinach od chwili rozpoczecia obserwacji. Zadaniem maturzysty byto
obliczenie, o ile procent wzrastata liczebno$¢ rozpatrywanej populacji w ciggu kazdej godziny
obserwaciji. To zadanie byto oceniane w skali 0-2 punkty.

Drugim z najtatwiejszych zadan tegorocznego egzaminu na poziomie rozszerzonym okazato
sie zadanie 5. Poziom wykonania tego zadania byt juz znacznie nizszy od poziomu
wykonania zadania 1. i wyniost 52%. Zadanie 5. polegato na rozwigzaniu nieréwnosci

z wartoscig bezwzgledng z jedng niewiadoma. Za rozwigzanie tego zdania maturzysta mogt
otrzymaé maksymalnie 4 punkty.

Trzecim z kolei najtatwiejszym zadaniem okazato sie zadanie 6. (poziom wykonania 46%)
Zadanie dotyczyto nieskonczonego ciggu geometrycznego, w ktérym dana byta suma
pierwszego i trzeciego wyrazu oraz suma kwadratow tych wyrazéw. Nalezato obliczy¢ sume
wszystkich wyrazéw tego ciggu. Podobnie jak poprzednio maturzysta mogt za rozwigzanie
tego zadania otrzymaé maksymalnie 4 punkty.

Omoéwimy te zadania, ilustrujgc je przyktadami rozwigzah maturzystéw.

Rozwigzanie zadania 1. wymagato od maturzysty poprawnej interpretacji danych.

W szczegolnosci musiat on poprawnie zinterpretowac zdanie: W chwili rozpoczecia
obserwacji liczebnos¢ populacji byta rowna 10 000, a po dwoéch godzinach byta rowna

15 625. Informacja ta wyrazona w postaci odpowiednich réownan ma postac

N(0) = 10000, ale N(0) = N, -k° = N,, wiec N, = 10 000, oraz N(2) = 15 625, wiec
15625 = 10 000 - k2.

Wartos$¢ dodatniej podstawy k jest zatem réwna

Teraz pozostaje tylko poprawnie zinterpretowaé otrzymany wynik i zapisa¢ odpowiedz:
Liczebnos$¢ populacii tej bakterii w ciggu kazdej godziny wzrastata o 25%.
Przyktady 29R i 30R ilustrujg petne rozwigzania.
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Przykiad 29R.
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Przyktad 30R.
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Ci zdajacy, ktérzy poprawnie interpretowali dane, ale nie otrzymywali maksymalnej liczby
punktéw, najczesciej poprawnie obliczali wartos$¢ k. Niektorzy, tak jak w Przykiadzie 31R,
btednie interpretowali otrzymany wynik.

Przyktad 31R.

H*r

;'H'f[“ “*’*Jfl(a?c

Inni, jak zdajgcy z Przyktadu 32R, popetniali proste btedy rachunkowe.
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Przyktad 32R.
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Jeszcze inni, jak zdajacy z Przykfadu 33R, nie widzieli, ze z obliczonej wartosci k = 1,25
natychmiast otrzymujemy odpowiedz.

Przyktad 33R.
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Zdajacy, ktorzy nie otrzymali zadnego punktu za rozwigzanie tego zadania, najczesciej nie
obliczali wartosci k (Przyktad 34R) albo niepoprawnie interpretowali dane zadania.

Przyktad 34R.
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Przejdzmy teraz do drugiego z najtatwiejszych zadan, jakim jest zadanie 5.
Zdajgcy miat za zadanie rozwigzac¢ nierowno$¢ |x — 2| — 2 - |x + 3| < —2.
Nieréwnos¢ te mozna rozwigzac na wiele sposobdw, jednak w zdecydowanej wiekszosci
maturzysci rozwigzywali jg nastepujgco:
— dzielili zbior R na trzy roztgczne przedziaty: (—oo, —3), [—3, 2), [2, +0),
— w kazdym z tych przedziatéw zapisywali nierowno$¢ bez uzycia symbolu wartosci
bezwzglednej oraz rozwigzywali otrzymang nieréwnosc liniowa z jedng niewiadoma,
— wyznaczali wszystkie rozwigzania nieréwnosci w kazdym z tych przedziatéw,
— wyznaczali sume otrzymanych zbioréw rozwigzan w poszczegélnych przedziatach.
Przyktad 35R przedstawia takie rozwigzanie. Zdajgcy zrealizowat je bezbtednie.

Przyktad 35R.

[xl2] -l2]x43] (-2 2o | u3e
xzL  x=-3
_3 2‘

;I Jlij‘é('”‘«’&) T xe43,2) v € (2,40)

[ | -
<(2) 42(x13) €2, | =(x-2)-2(x43) <2 (D) -2(x+0 [ <-2

Cxr2 12416 #2<0_ | x40 -4x6+2, <0 =2 L24-6 12<0
| l |

X440<0 | “3x-2<0 —x-61<0
X <.-40 13 L Q| [0 “x <6
2, x> -6
‘ X3 ‘
LIS S S S . |
" X€<2,+=9)

; | xe(-%l)

(- x€(-00,-10) U (-4 +o0)

W duzej czesci prac pojawiaty sie btedy rachunkowe, ktére skutkowaty przyznaniem
mniejszej niz maksymalna liczby punktéw. Nadal jednak w tych pracach wida¢ poprawng
realizacje tej metody rozwigzania. W Przyktadzie 36R mamy do czynienia z takg sytuacja.
Jedyny btad, jaki popemit ten zdajacy, to btgd rachunkowy w pierwszym rozpatrywanym
przedziale. Zdajgcy zapisat x + 12 < 0 zamiast x + 10 < 0.
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Przyktad 36R.
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W nastepnym Przyktadzie 37R zdajgcy popetnit dwa btedy i oba te bledy sg merytoryczne.
Pierwszy bfad to wyznaczenie niepoprawnego zbioru rozwigzan nieréwnosci w drugim

z rozpatrywanych przedziatow. Zdajacy zapisat x € (—3, —g) zamiast x € (—2 2). Drugi

btad, w ktérym zdajgcy zamiast zsumowaé otrzymane przedziaty, wyznaczyt ich iloczyn, ktéry
w tym przypadku jest zbiorem pustym, moze oznaczac, ze autor rozwigzania nie do konca
rozumie obrang przez siebie metode rozwigzania.
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Przyktad 37R.
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Kolejng grupe rozwigzan stanowig te, w ktorych zdajgcy poprawnie rozwazajg nierownosc¢

w trzech przedziatach, poprawnie opuszczajg w kazdym z tych przedziatow symbole wartosci
bezwzglednej, poprawnie tez rozwigzujg otrzymane nieréwnosci liniowe. Nie wyznaczajg
jednak poprawnych zbioréw rozwigzanh rozpatrywanych nieréwnosci w poszczegoélnych
przedziatach. Nalezy tu dodag¢, ze stwierdzenie tego btedu jest niekiedy oczywiste, a niekiedy
trudne. Przyjrzyjmy sie trzem przyktadom: 38R, 39R i 40R. Pobiezny oglgd rozwigzania

z Przyktadu 38R moze prowadzi¢ do wniosku, ze nieréwnos$¢ jest rozwigzana poprawnie.
Doktadna analiza rozwigzania pokazuje jednak, Zze wynik otrzymany przez zdajgcego jest
efektem btedéw merytorycznych, jakie maturzysta popetnit, rozpatrujgc nieréwnosé

w przedziale [—3,2) oraz w przedziale [2,+). Zbiorem rozwigzan rozpatrywane;
nieréwnosci w przedziale [—3,2) nie jest wyznaczony przez zdajacego przedziat

[—%, +00). W rozpatrywanym przedziale [2,+o00) zdajacy zapisat: x > —6 € D, co

najprawdopodobniej ma oznaczaé, ze liczba (—6) nie nalezy do rozpatrywanego
przedziatu, a by¢ moze oznacza, ze zbiorem rozwigzan nieréwnosci w tym przedziale jest
zbidr pusty.
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Przyktad 38R.
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Z kolei pobiezny oglad rozwigzania z Przyktadu 39R wskazuje, Zze zdajgcy w ogole nie

wyznacza czesci wspolnych otrzymanych w rozpatrywanych przedziatach zbiorow rozwigzan
nieréwnosci z tymi przedziatami.
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Przyktad 39R.
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Jest to jednak nieprawda, o czym swiadczy wyznaczona na koncu rozwigzania suma

przedziatow. Pomijajgc btgd rachunkowy, jaki zdajgcy zrobit w ostatnim z rozpatrywanych
przedziatdw (zamiast x > —6 zapisat x > 6), oraz btad zapisu (zamiast —§ zapisat —%),
to drugi przedziat wyznaczonej przez zdajgcego sumy (—o0,—10) U (—%, 2) U (6, +x)

wskazuje, ze zdajgcy jednak wyznaczyt zbiory rozwigzan nierownosci w poszczegdélnych

przedziatach.

Opisany wyzej btgd jest natomiast widoczny w rozwigzaniu z Przykfadu 40R.
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Przykiad 40R.
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Przejdzmy do znacznie rzadziej wystepujgcych metod rozwigzania. Jedng z takich metod
jest rozpatrywanie przypadkow ze wzgledu na wszystkie mozliwe kombinacje znakow
wyrazeh w modutach. W przypadku nieréwnosci z dwoma modutami oznacza to koniecznosé
rozpatrzenia czterech przypadkéw. Metoda ta w przypadku nieréwnosci z trzema modutami
prowadzi do rozpatrzenia osmiu przypadkow, jest wiec wtedy nieekonomiczna. Przyktad 41R
to proba realizacji takiej metody rozwigzania. Niestety zupetnie nieudane;.

Przyktad 41R.
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Kolejna z algebraicznych metod rozwigzania nierownosci modutowej opiera sie na dwoch
réwnowaznosciach

x| <aex>—-aAx<aoraz |[x| >ae=x<—-aVx>a,
ktore sg prawdziwe dla dowolnych liczb rzeczywistych x i a.
Zastosowanie tej metody wymaga rozumienia struktury logicznej dokonywanych zapiséw, co
dla wielu uczniéw, nawet dobrych, jest trudne.
Przyktad 42R pokazuje rozwigzanie tg metoda.

Przyktad 42R.
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Ostatnia z metod, ktorg tu zaprezentujemy, to metoda graficzna. Polega ona na zbadaniu
wzajemnego potozenia wykreséow dwoch funkcji okreslonych na zbiorze R i opisanych
wzorami, w ktorych wystepujg symbole wartosci bezwzglednej. Wygodnie jest przy tym
zapisac¢ najpierw nierébwnos¢ w postaci rownowaznej, np. |x — 2| + 2 < 2|x + 3| i dalej
rozwazac funkcije f(x) =|x —2|+ 2 i g(x) = 2|x + 3|. Wygodniej dlatego, ze wykresy
obu tych funkcji mozna tatwo otrzymac, wykonujac przeksztatcenia geometryczne wykresow
funkciji liniowych. Wykres funkcji f otrzymujemy, przeksztatcajagc odpowiednio prostg

o réwnaniu y = x — 2. Podobnie, odpowiednio przeksztatcajgc prostg o réwnaniu

y = x + 3, otrzymujemy wykres funkcji g. Wykresy funkcji f i g rysujemy w tym samym
uktadzie wspotrzednych.
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Teraz wystarczy ustali¢ odciete punktow A i B przeciecia tych wykreséw. O ile odczytanie
odcietej punktu kratowego A jest natychmiastowe: x, = —10, to odczytanie wspotrzednych
punktu B moze byc¢ kiopotliwe. Mozna to jednak zrobi¢, wykorzystujgc punkty kratowe
K=(-1,4),L=(0,4),M =(0,6), N =(—1,5). Punkty K i M lezg na wykresie
funkcji g, apunkty L i N na wykresie funkgcji f.
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Wystarczy teraz tylko zauwazyc, ze tréjkgt LMB jest podobny do tréjkgta NKB, a skala

Ml _ 5. Stad wynika, ze |BQ| = EIPQI =§- 1 =§.Wobec

tego podobienstwa jest rowna T

tego odcieta punktu B jestrowna xp = —zaw konsekwencji rozwigzaniem nierownosci

f(x) < g(x) jestkazda liczba x € (—o,—10) U (—2 +00).

Metode graficzng wykorzystat zdajgcy z Przyktadu 43R. Zdajacy ten rozwazyt funkcje
f(x) = |x — 2| — 2|x + 3| orazfunkcje statg g(x) = —2. Przed narysowaniem wykresu
funkcji f zdajacy zapisat jej wzor bez uzycia modutow.
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Przykiad 43R.

eruf’ﬂﬂ‘((f » Rudz(de wodid w I e, zo{mmwj poac
K< k-2 ] = 2]xx3),

ﬁfz de(m:fq% woroie: beqwxab;d/md dF’i’%Udmmgl | [W b

'n/lpfa/}) ? A Unemia | wpodl ]fw
[}

- (x-2) —2~l-(xf3)]_ dla x<-3
§)2 4 ~(c2) = 2-(x3) | dly 34x<2
X-2 = 2(x+3) da «»)
po rmﬁﬂ,#afcwmlx

x+§ dle  x <73
H’(); x4 e 3¢x 2
-x ~§ Mg <»2
ba&tal'jwr'ﬁ .Uadxua fmw{zj ora PMfc? Y=-2
; 1y
1.. 1

m:\mr M‘L'I"LI,J’-OL(,QY‘LJ ulfuu“,d;,\ TOURUGEo e wua.i{ \'L(E:m-x}mha

Wﬁ%\‘f f’“"’“ P u&ﬂwﬁwzr : gy

A Bx-4=2 > x=-}% mg(@ P32
O&'}lﬁwuu#m oo, (o} x}—.-_ |

Zdajgcy nie uzyskat jednak poprawnego rozwigzania, gdyz nie zauwazyt, ze wykresy tych
funkcji majg dwa punkty wspdlne.
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Ostatnim z trzech najtatwiejszych zadan tegorocznego egzaminu, ktére oméwimy, bedzie
zadanie 6. Rozwigzanie tego zadania skfadato sie z dwéch etapow. Pierwszy etap polegat na
wyznaczeniu wszystkich ciggow geometrycznych spetniajgcych podane w tresci zadania
warunki: a; + az = 20 i a? + a2 = 328, gdzie a, i a; to pierwszy i trzeci wyraz
nieskonczonego ciggu geometrycznego (a,). W drugim etapie rozwigzania zdajgcy musiat
obliczy¢ sume wszystkich wyrazéw wyznaczonego ciggu, ale tylko w tych przypadkach,

w ktoérych suma ta byta skonczona.

Pierwszy etap zdajacy realizowali na rézne sposoby. Jedni rozwigzywali podany w tresci
zadania uktad rownan z niewiadomymi a,; i as. Stgd otrzymywali rownanie kwadratowe

z jedng niewiadomg a, lub as. Dalsza cze$¢ rozwigzania przebiegata roznie, ale
najczesciej, po obliczeniu pierwszego (lub trzeciego ) wyrazu ciggu, zdajgcy wyznaczali
mozliwe ilorazy ciggu, odrzucajac te, dla ktdrych nie istnieje skonczona suma szeregu
geometrycznego. Przykiad 44R przedstawia takg wiasnie sytuacje.

Przyktad 44R.
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Inna grupa zdajgcych od razu wykorzystywata wzér ogdlny ciggu geometrycznego,
otrzymujgc najpierw ukfad réwnan z dwiema niewiadomymi a; i q, z ktérego nastepnie
otrzymywali rownanie wielomianowe z jedng niewiadomg q. Ten sposéb rozwigzania
wystepowat najczesciej. Dobrze ilustruje to Przyktad 45R.

Przyktad 45R.
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W rozwigzaniu tym warto zwréci¢ uwage na to, ze po uzyskaniu rownania dwukwadratowego
72q* — 65692 + 72 = 0 maturzysta nie zaczat mechanicznie stosowac algorytmu
rozwigzywania réwnania kwadratowego, ale podzielit obie strony rownania przez 4, a potem
jeszcze obie strony otrzymanego réwnania przez 2. To pozwolito mu znacznie uprosci¢
rachunki. Niestety, nie wszyscy maturzysci tak postepujg, co mozemy zaobserwowac

w poprawnym rozwigzaniu z Przyktadu 46R.

Przyktad 46R.
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Ostatni, najrzadziej wystepujgcy sposob rozwigzania pierwszego etapu, polegat na
podniesieniu obu stron réwnania a; + az; = 20 do kwadratu. Pozwala to w konsekwencji
szybko obliczy¢ drugi wyraz ciggu. llustracje tej metody przedstawia Przyktad 47R.
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Przyktad 47R.
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Realizacja drugiego etapu rozwigzania to zastosowanie wzoru na sume szeregu
geometrycznego. Zdecydowana wiekszos¢ zdajgcych, ktdrzy poprawnie zrealizowali
pierwszy etap rozwigzania, sumy te obliczyta poprawnie. Niektorzy jednak nie obliczali tych
sum w ogole, tak jak zdajgcy z poprzedniego przyktadu oraz z Przykfadu 48R.

Przyktad 48R.
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Inni popetniali btedy merytoryczne wynikajgce z nieznajomosci twierdzenia o sumie szeregu

geometrycznego. Autor rozwigzania z Przyktadu 49R zatozyt btednie, ze szereg
geometryczny jest zbiezny, gdy iloraz q jest dodatni, co zapisat w pierwszej linii
rozwigzania, i w dalszej czesci wzigt pod uwage tylko ilorazy dodatnie. Obliczone

sumy

S; i S;; nie sg sumami wszystkich wyrazéw ciggow, tylko sumami dwoch pierwszych

wyrazow tych ciggow.
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Przyktad 49R.
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Wsrod btedow, jakie wystepowaty w rozwigzaniach tego zadania, szczegolnie istotne s3 te,
ktére uniemozliwiajg maturzyscie realizacje strategii rozwigzania. Przyjrzyjmy sie
nastepujgcemu rozwigzaniu z Przyktadu 50R, w ktorym zdajgcy najpierw wykorzystat wzor
na n-ty wyraz ciggu geometrycznego i zapisat uktad réwnan z niewiadomymi a; i g, po
czym zrezygnowat z tego pomystu. Zapisat rowniez warunek zbieznosci szeregu
geometrycznego oraz wyznaczyt z rownania a; + az = 20 pierwszy wyraz, cho¢ do
drugiego rownania podstawit w miejsce a; liczbe 20 — a;. Otrzymat w ten sposob
poprawne réwnanie kwadratowe z niewiadomg a;. Réwnanie to rozwigzat btednie,
otrzymujgc dwa ujemne rozwigzania. Konsekwentnie do obliczonych wartosci a; probowat
obliczy¢ iloraz ciggu. W obu przypadkach otrzymat rownanie sprzeczne. Zdajgcy niestety na
tym poprzestat, zamiast krytycznie oceni¢ otrzymany rezultat. Umiejetnosé krytycznej oceny
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rezultatéw wykonywanych obliczen nie jest niestety wystarczajgco ksztattowana w trakcie
nauki matematyki. Btad, jaki popetnit zdajgcy mozna byto tatwo wychwyci¢ — wystarczyto
zauwazyé, ze gdy a; < 0, to suma a? — 20a, + 36 jest dodatnia. Fakt, ze jej sktadniki a?
i 36 sg dodatnie jest oczywisty, nieco trudniej zauwazyc, ze sktadnik —20a; tez jest wtedy

dodatni.

Przyktad 50R.
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Egzamin maturalny — matematyka. Whioski i rekomendacje

WNIOSKI | REKOMENDACJE

POzIOM PODSTAWOWY

1. Analiza wynikéw egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym
pozwala stwierdzi¢, ze najtatwiejsze dla maturzystéw byty jednoetapowe zadania
zamkniete lub zadania z luka, w rozwigzaniu ktérych nalezato zastosowac definicje,
podstawowg wtasnos¢ obiektu matematycznego lub znany algorytm (I i Il obszar
wymagan ogolnych).

2. Zadania otwarte, w ktérych nalezy zbudowa¢ model matematyczny lub zaplanowaé
kilkuetapowg strategie rozwigzania (lll i IV obszar wymagan ogélnych) stanowig dla
zdajgcych — podobnie jak w latach poprzednich — trudne wyzwanie.

3. Najwieksze trudnosci (poziom wykonania 30%) sprawito zdajacym otwarte zadanie
tekstowe, wymagajace interpretacji danych okreslonych w tresci zadania,

z uwzglednieniem zaleznosci procentowych, oraz wykorzystania uktadu réwnan
z dwiema niewiadomymi do obliczenia szukanej wartosci.

4. Najczestsze przyczyny niepowodzen zdajgcych na egzaminie maturalnym z matematyki

to:

e staba sprawnosc¢ rachunkowa

o sfaba znajomosc¢ praw oraz wtasnosci dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych

¢ nieuwaga skutkujgca popetnianiem btedéw w obliczeniach lub w przeksztatceniach
algebraicznych

¢ brak refleksji nad sensownoscig otrzymanego wyniku liczbowego

¢ brak umiejetnosci czytania ze zrozumieniem nieskomplikowanego tekstu
matematycznego i poprawnej interpretacji tresci zadania

e brak umiejetnosci planowania strategii rozwigzania, ktora tgczy w logiczng
i uporzgdkowang catos¢ kilka umiejetnosci.

5. Wskazane, by w procesie nauczaniu matematyki zwrdci¢ uwage na ksztatcenie
nastepujgcych umiejetnosci:

e starannego i sprawnego wykonywania przeksztatcen i obliczen

e czytania ze zrozumieniem, analizy i poprawnej interpretacji tresci zadan

e rozwigzywania zadan roznymi sposobami w celu pokazania mozliwosci stosowania
réznych strategii rozwigzania danego problemu matematycznego oraz weryfikacji
poprawnosci i realnosci otrzymanego wyniku.

P0OzIOM ROZSZERZONY

1. W tegorocznym egzamin na poziomie rozszerzonym nie byto zadanh bardzo fatwych.
Jedno z zadan okazato sie tatwe, natomiast trzy zadania okazaty sie bardzo trudne.

2. Najlepiej maturzysci poradzili sobie z zadaniem sprawdzajgcym umiejetno$é
zastosowania funkcji wykfadniczej w zagadnieniu o kontekscie praktycznym.

3. Zadania, z ktérymi maturzysci poradzili sobie stosunkowo tatwo, to zadania, ktérych
rozwigzanie sprowadzato sie do zrealizowania znanej strategii, czy tez zastosowania
rutynowego algorytmu.
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Najtrudniejszym zadaniem okazato sie zadanie badajgce umiejetnos¢ obliczenia
prawdopodobienstwa warunkowego w stosunkowo prostym doswiadczeniu losowym.
Wyniki egzaminu jednoznacznie wskazujg na stabe opanowanie umiejetnosci z zakresu
geometrii. Dotyczy to w réwnym stopniu planimetrii, stereometrii, jak i geometrii
analityczne.

Na wynik egzaminu z matematyki na poziomie rozszerzonym znaczgco wptywa brak
szeroko rozumianej sprawnosci rachunkowej — problemy z poprawnym wykonywaniem
obliczen na liczbach (w tym na pierwiastkach) oraz na wyrazeniach algebraicznych,

a takze brak umiejetnosci krytycznej oceny otrzymywanych rezultatéw tych obliczen.
Podczas lekcji nalezy pokazywac réznorodne sposoby rozwigzywania tego samego
zadania, zwracajgc uwage na zalety i niedogodnosci kazdego z nich. Nalezy tez zwracac
uwage na poprawny zapis rozwigzan zadan, w tym na przejrzysto$¢ zapisu rozwigzania,
poprawnos¢ stosowanej symboliki, zachowanie logicznego toku rozwigzania.

Niepokdj budzi odsetek zdajgcych, kitdrzy nie uzyskali zadnego punktu z tego egzaminu.
Moze to swiadczy¢ o nieprzemyslanym wyborze matematyki jako przedmiotu
dodatkowego.
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