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Klucz punktowania do zadan zamknietych oraz schemat oceniania do zadan otwartych
Probny egzamin maturalny z matematyki 2010

Schemat oceniania do zadan otwartych

Zadanie 26. (2 pki)

Rozwiaz nierdéwnos¢ x° +11x+30<0.

I sposob rozwiazania

Obliczamy pierwiastki trojmianu kwadratowego:

e obliczamy wyrdznik trojmianu kwadratowego 1 pierwiastki tego trojmianu:

A=1, x, =_1;_1=—6, X, =_1;+1 =-5

albo
e stosujemy wzory Viéte’a:
x,+x,=-11 oraz x,-x, =30
istad x, =-6, x, =5
albo
e rozkladamy tr6jmian na czynniki, np.:
o grupujac wyrazy i wyltaczajac wspolny czynnik,
o korzystajac z postaci kanonicznej

2
(x+£) —l:(x+£—lj(x+ﬂ+lj:(x+5)(x+6),
2 4 2 2 2 2

Podajemy zbi6r rozwigzan nieréwnosci:
e rysuyjemy fragment wykresu funkcji kwadratowej z zaznaczonymi miejscami
zerowymi 1 odczytujemy zbidr rozwiazan

>
X

albo
 rozwiazujemy nierdowno$¢ (x+5)(x+6)<0 analizujac znaki czynnikow.

Zbiorem rozwiazah nierownosci jest przedziat <—6, —5> .

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Z.daJACY OLTZYIMUJE .cuueeeerrerecssnrecssnressssnessssesssseesssssessssnessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt
gdy poda poprawnie pierwiastki trdjmianu kwadratowego lub zapisze tréjmian w postaci

iloczynowej 1 na tym poprzestanie lub dalej popetni btedy

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccveeecrrnrecssnrecssaresssnessssressseesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 2 pkt
gdy:
e poda zbidr rozwiazan nierdwnosci: <—6, —5> lub x e <—6, —5> lub (x>-6 i x<-5)
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albo
e zapisze zbidr rozwiazan nierOwnosci w postaci x> —6, x < -5, o ile towarzyszy temu
ilustracja geometryczna (0$ liczbowa, wykres)
albo

e poda zbior rozwiazan nieréwnosci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow.

‘ ‘

-6 5 x

11 sposob rozwiazania

Zapisujemy nierowno$¢ w postaci

2
(x+£] —lSO,
2 4

a nastepnie x+E 2 <l
P 2) 4
x+E Sl,astqd
21 2
11 1 . 11 1
X+—<— 1 x+—2——.
2 2 2 2

Zatem x<-51 x=>-6.

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania

Z.daJACY OLTZYIMUJE .uuereerrnrecssnrecssanesssnnesssseessseesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
. (1Y 1 . .

gdy doprowadzi nieréwno$¢ do postaci (erEj < 2 lub [x+—|<— i na tym poprzestanie

lub dalej popeini btedy.

ZdaJACY OLTZYIMUJE ..cueeereeesreeisrecsnissaecssecsssesssnssssssssassssessssssssnsssassssssssassssesssassssssssassssasssases 2 pkt

gdy:

e poda zbidr rozwiazan nierdbwnosci: <—6, —5> lub x e <—6, —5> lub (x>—-6 i x<-5)
albo
e zapisze zbior rozwiazah nierdwnosci w postaci x >—6, x <=5, o ile towarzyszy temu

ilustracja geometryczna (o$ liczbowa, wykres)
albo

e poda zbior rozwigzan nierdbwno$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedzialow.

: :

-6 5 x

\ 4
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Zadanie 27. (2 pkt)

Rozwiaz rownanie x° +2x* —5x—-10=0.

I spos6b rozwiazania (metoda grupowania)

Przedstawiamy lewa strong rdwnania w postaci iloczynowej stosujac metodg grupowania
wyrazow

(x+2)(x*=5)=0

Stad x=-2 lub x=—+/5 lub x=+/5.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

ZdaJACY OLTZYIMUJE .cueeeveeesueciseecsenissaecssnesssecssnssssssssassssessssssssnsssassssssssassssesssassssssssassssssssases 1 pkt
gdy:
e poda poprawna posta¢ iloczynowa wielomianu po lewej stronie rGwnania
(x+ 2)(x2 - 5) =0 lub (x+ 2)(x —\/g)(x + \/g) =0 i na tym poprzestanie lub dale;
popehnia bledy
albo
e zapisze postac iloczynowa z btedem (o ile otrzymany wielomian jest stopnia trzeciego

1 ma trzy rozne pierwiastki) i konsekwentnie do popetnionego bigdu poda rozwiazania
rownania.

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccueeeecsrueecssenecssanessanessssnessseesssseessssssssssnsssssessssssssssssssssssssssssssssassssssssssas 2 pkt

gdy wyznaczy wszystkie rozwigzania rOwnania: 5,2, 5.

I1 sposéb rozwiazania (metoda dzielenia)
Stwierdzamy, ze liczba -2 jest pierwiastkiem wielomianu. Dzielimy wielomian

x* +2x* —5x —10 przez dwumian x +2 i otrzymujemy x° —5. Zapisujemy rownanie
W postaci (x+2)(x2 —5) =0.Stad x=-2 lub x= —/5 Tub x=+/5.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccueeeeessurecssarecssanecssneesssnessseesssssesssssessssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssnssssas 1 pkt
gdy

e podzieli wielomian x* +2x? —5x —10 przez dwumian x +2 otrzymujac x” —5 ina
tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy
albo
e podzieli wielomian z btedem (o ile otrzymany iloraz jest stopnia drugiego i ma dwa
rozne pierwiastki) 1 konsekwentnie do popelnionego biedu poda rozwiazanie
roOwnania.

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccuueeeerrerecssnrecssarecssnessssnessseesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 2 pkt

gdy wyznaczy wszystkie rozwiazania rGwnania: —J5,-2, 5.

Uwaga:
1. Jezeli zdajacy zapisze x(x2 —5) 2(x2 —5) =0 (brak znaku przed liczba 2) lub
x*(x+2)5(x+2)=0 (brak znaku przed liczba 5) i na tym zakonczy, to otrzymuje
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0 punktéw. Jezeli natomiast kontynuuje rozwiazanie i zapisze (x + 2)()(2 - 5) =0, to
oceniamy to rozwiazanie tak, jakby ten btad nie wystapit.

2. Jesli zdajacy wykonal dzielenie przez dwumian x — p nie zapisujac, ze p jest jednym
zrozwigzan rownania x’ +2x>-5x-10=0 i w koncowej odpowiedzi pominie
pierwiastek p podajac tylko pierwiastki trojmianu kwadratowego, to przyznajemy
2 punkty.

Zadanie 28. (2 pki)
Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego jest dtuzsza od jednej przyprostokatnej o 1 cm
1 od drugiej przyprostokatnej o 32 cm. Oblicz dtugosci bokow tego trojkata.

Rozwigzanie
Niech x oznacza dtugo$¢ przeciwprostokatnej. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

réwnanie
(x=1)" +(x-32) =x* i x>32
Po przeksztatceniach otrzymujemy rownanie

x> —66x+1025=0.
Wtedy x, =25 (sprzeczne z zalozeniem) oraz x, =41.

Odpowiedz: Przeciwprostokatna ma dtugos$¢ 41 cm, jedna przyprostokatna ma dtugo$¢ 9 cm
a druga ma dtugos¢ 40 cm.

Uwagi:
1. Jezeli zdajacy zapisze rownanie x* +(x+3 1)2 =(x+ 32)2 , gdzie x+32 jest
dlugos$cia przeciwprostokatnej, to po przeksztatceniach otrzyma réwnanie
x*—2x—63=0.Wtedy x=9 lub x=-7.

2. Jezeli zdajacy zapisze rownanie x” +(x—3 1)2 =(x+ 1)2, gdzie x+1 jest dtugoscia

przeciwprostokatnej, to po przeksztatceniach otrzyma rownanie x* —64x+960=0,
gdy x+1 jest dlugo$cia przeciwprostokatnej. Wtedy x =40 lub x =24.

Schemat oceniania

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccuvereersericssnrecssanesssnnesssnesssseesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
gdy zapisze rdwnanie z jedna niewiadoma.

To réwnanie w zaleznos$ci od przyjetych oznaczen moze mieé postac:

(x- 1)2 +(x— 32)2 =x", gdy x jest dlugoscia przeciwprostokatnej
albo

X +(x+3 1)2 =(x+ 32)2 , gdy x+32 jest dlugoscia przeciwprostokatnej
albo

x4+ (x-3 1)2 =(x+ 1)2 , gdy x+1 jest dlugoscia przeciwprostokatnej.
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Z.daJACY OLTZYIMNUJE ..cuvereersnricssarecssnnessssnessssossssesssssosssssosssssosssssosssssossssssssssssssssssssssssssasssssns 2 pkt
gdy obliczy dlugosci bokow tego trojkata: 9 cm, 40 cm i 41 cm.

Zadanie 29. (2 pki)

Dany jest prostokat ABCD. Okrggi o $rednicach 4B 1 AD przecinaja si¢ w punktach 4 1 P
(zobacz rysunek). Wykaz, ze punkty B, P i D leza na jednej proste;.

D C
P
A B
I sposob rozwigzania
D C
p Laczymy punkt P z punktami 4, B i D. Kat APD
jest oparty na polokregu, wigc |<APD| =90°.
Podobnie kat APB jest oparty na potokregu,
wigc |<):APB| =90°. Zatem
|«<DPB| = |<APD|+|<APB|=90°+90°=180°,
A B czyli punkty B, P i D sa wspoHiniowe.

Uwaga.

Po wuzasadnieniu, ze trojkaty APD 1 APB sa
prostokatne mozemy rdéwniez zastosowac
twierdzenie Pitagorasa dla tych trojkatow
1 trojkata ABD, otrzymujac roéwnos¢
|BD|=|BP|+|PD|, ktora oznacza

wspotliniowos¢ punktow B, P 1 D.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccueeeecseeecssneecssaeesssnnessssnessseesssssesssssessssssssssessssssssssssssssssssssssssssassssssssssns 1 pkt
gdy zauwazy, ze |<IAPD| =90° oraz |<IAPB| =90° 1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia
btedy lub gdy w jego rozumowaniu wystepuja luki.

ZdaJACy OLTZYIMUJE .cueeereecsuerisrecssnnssaecssessssesssnssssnsssassssessssssssssssassssssssassssesssassssssssassssasssases 2 pkt
gdy uzasadni, ze |<):APD| = |<):APB| =90° 1 wywnioskuje, ze punkty B, P i D sa wspotliniowe.
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I1 sposdb rozwiazania (jednoktadnosc)

D C  Niech O i S beda $rodkami obu okregow
p 1 R bedzie punktem przecigcia odcinkow AP
1 0S.
0 Odcinek OS taczacy srodki okregdéw dzieli ich
R wspolna cigciwe na potowy, wiec |[AR| =| RP)|.

Wtedy punkty D, P i B sa obrazami punktow
wspotliniowych O, R, S w jednoktadnosci
1 g B osrodku 4 i skali 2, wigc sa wspotliniowe.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccueeeecsseeecssarccssanecssaeessssnessseessssessssssessssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 2 pkt
gdy zauwazy 1 uzasadni, ze punkty D, P 1 B sa obrazami punktéw wspotliniowych O, R, S
w jednoktadnosci o §rodku 4 i skali 2, wigc sa wspodtliniowe.

I11 spos6b rozwiazania (metoda analityczna)
Umieszczamy okregi w uktadzie wspotrzednych,

A tak jak na rysunku.
D C Zapisujemy uktad rownan (réwnania okregdéw):
2 2 2
P (x - a) +y =a
x* +(y—b)2 =b’
by Rozwiazujac ten uktad rownan otrzymujemy
wspotrzedne punktu P:
1 > Po 2ab>  2a’b
A a B BV A )
Roéwnanie prostej BD ma postaé A '
2a 2b
Poniewaz
1 2ab’ 1 24’ b’ a’
P e e T T e T e sl
2a a”+b” 2b a+b" a +b" a +b
wigc punkt P lezy na prostej BD.
Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania
Z.daJACY OLTZYIMNUJE ..cuveeeervnricrsnricssanessssnessssosssssesssssosssssssssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
2 2 2
. x—a) +y' =a" . . .
gdy zapisze uktad réwnan: , 1 na tym poprzestanie lub dalej popeinia btedy.
X +(y-b) =b
ZdaJACy OLTZYIMUJE .ccueeereecsueessrecsnnssaecssessssesssnssssssssassssessssssssnsssassssssssassssesssassssssssassssasssases 2 pkt

gdy wykaze, ze punkt P lezy na prostej BD.
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IV sposdb rozwiazania
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D C
P

N

A M B

Odcinki N4 i NP sa promieniami okregu o $rednicy AD, wigc |AN | = |PN | Podobnie odcinki
MA 1 MP sa promieniami okrggu o Srednicy AB, wigc |AM | = |PM | . Zatem czworokat AMPN
jest deltoidem. Stad wynika, ze |<):NAM | = |<NPM | . Ale |<NAM | =90°, wigc

(1) |<NPM|=90°
Troéjkaty NPD i MBP sa rownoramienne, bo |PN | = |DN | oraz |PM | = |BM | . Stad wynika, ze
180° —|<«PND| 180° —|<«<PMB|
) |<NPD| = oraz |«<MPB|= :
Z faktu, ze AMPN jest deltoidem wynika ponadto, ze
(3) |<AMN| =|«<PMN)| oraz |<ANM|=|«<PNM|.
Trojkat AMN jest prostokatny, wigc
(4) |<CANM | +|<AMN| = 90°.
Obliczmy teraz miar¢ kata BPD
2180° —|<«PMB| 180° —|<«PND|
|<BPD| = |<MPB| +|<NPM|+|«<NPD| = 5 +90° + =

1 ® 1
=270° —5(|<IPMB| +|«PND|) = 270° —5(1800 — 2|« AMN|+180° - 2-|<ANM|) =

=90° + (|<AMN| + |<ANM|)(290° +90°=180°.

To oznacza, ze punkty B, P i D sa wspotliniowe.

Schemat oceniania IV sposobu rozwiazania

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccuveeecrsurecssnrecssaeesssneesssseesssseesssssessssnsssssasssssessssssssssssssssssssssasssssassssssssssns 1 pkt
gdy zauwazy, ze czworokat AMPN jest deltoidem, uzasadni, ze kat MPN jest prosty i zapisze
wszystkie réwnosci migdzy miarami katow w trojkatach: DNP, BMP, AMN, MNP,
pozwalajace wykaza¢, ze |<BPD|=|<MPB|+|«<NPM|+|<NPD|=180°.

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccueeeecrreeecssaeecssaeesssneessssnessseesssssessssnsssssssssssassssssssssssssssssssssasssssassssssssssns 2 pkt
gdy wykaze, ze |« BPD| =|«<MPB| +|<NPM|+|«<NPD|=180°.
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Zadanie 30. (2 pki)
Uzasadnij, ze jesli (a2 +Z)2)(c2 +d2) = (ac+bd)2 ,to ad =bc.

Rozwigzanie

Przeksztatcajac (a2 +b° )(02 +d’ ) = (ac +bd )2 otrzymujemy kolejno:
a’c’ +a’d> +b’c* +b°d’ =a’c’ +2abcd +b*d’

a’d* —2abcd +b’c* =0

(ad —bc)2 =0

ad =bc

Schemat oceniania

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..cuveeeerrnricssnrecsssnessssnesssssosssssosssssosssssssssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 2 pkt
gdy przeprowadzi pelny dowod twierdzenia.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy przeprowadzi rozumowanie pomijajac niektore przypadki np. rozwazy
tylko dodatnie warto$ci iloczynéw ad i1 bc, to przyznajemy 1 punkt.

2. Jezeli zdajacy sprawdzi prawdziwo$¢ twierdzenia dla konkretnych wartosci a, b, c, d, to
przyznajemy 0 punktow.

Zadanie 31. (2 pki)
Ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w zapisie ktérych pierwsza cyfra jest parzysta
a pozostate nieparzyste?

Rozwigzanie

W zapisie danej liczby na pierwszym miejscu moze wystapi¢ jedna z cyfr: 2, 4, 6, 8, czyli
mamy 4 mozliwosci. Na drugim miejscu moze by¢ jedna z cyfr: 1, 3, 5, 7, 9, czyli mamy 5
mozliwosci. Tak samo na trzecim i czwartym miejscu. Zatem mamy 4-5° =500 takich liczb.

Schemat oceniania

ZdaJaCY OLTZYIMUJE .cueeerreerreessrensnsssansssnssssssssnsssssssassssassssssssassssssssassssssssssssssssssssssasssssssassss 1 pkt
gdy:
e poprawnie obliczy, ile jest mozliwosci wystapienia cyfry na pierwszym miejscu 1 dalej
popelnia btad lub na tym poprzestanie
albo
e poprawnie obliczy, ile jest mozliwo$ci wystapienia cyfry na drugim, trzecim i czwartym
miejscu a popelni btad podajac liczbe cyfr na pierwszym miejscu.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..cuvereervuricssarccssaressssnesssssosssssesssssosssssssssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 2 pkt
gdy poprawnie obliczy, ile jest szukanych liczb: 4-5°, nawet, gdy popetni blad w obliczeniu
tego iloczynu, np. 4-5° = 600.
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Zadanie 32. (4 pkt)
Ciag (Lx,y—1) jest arytmetyczny, natomiast ciag (x,»,12) jest geometryczny.
Oblicz x oraz y i podaj ten ciag geometryczny.

I sposob rozwiazania

L. . , ) 1+
Z wlasnosci ciagu arytmetycznego otrzymujemy rOwnanie x = 4

,czyli y=2x,

a z whasnosci ciagu geometrycznego wynika réwnanie y* = x-12.
- o y=2x
Rozwiazujemy uktad rownan | .
vy =12x

Otrzymujemy rownanie kwadratowe 4x* —12x=0,astad x=3 lub x=0.

Zatem uktad réwnan ma dwa rozwigzania { x=0 lub {x =3 .
y=0 y=6

Pierwsze rozwiazanie nie speilnia warunkow zadania, gdyz ciag (0, 0,12) nie jest

geometryczny.

Zatem x =3 i y =6, stad otrzymujemy ciag geometryczny (3,6,12).

II sposob rozwiazania
Korzystajac z definicji ciagéw arytmetycznego i geometrycznego otrzymujemy uktad rownan

x=1+r
y—l=x+r . .
przyczym x#01 y#0, r#-11¢g#0.

y=x-q

12=y-q

Rozwiazujemy ten uktad i otrzymujemy

x=3

y=06

q=2

r=2

Zatem x =3 i y=6. Stad otrzymujemy ciag geometryczny (3,6,12).

Schemat oceniania I i II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZANIA ZAUANIA couuereruriinsnrensnrcssnicsssicsssncssssnosssssssssssssssssssssssssssesssssessssssssssssssssssssnns 1 pkt
Wykorzystanie wiasno$ci ciagu arytmetycznego albo geometrycznego (definicji lub wzoru na
n-ty wyraz) i zapisanie rownania, np.:

x_1+y—1

albo rownan, np.: x=1+r 1 y—-1=x+r

albo
e ' =x-12 alboréwnan,np.: y=x-qil2=y-q.
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Rozwigzanie, w ktorym jest istotny poStep ......ccecceeercueecrcurecsnneens .2 pkt
Zapisanie uktadu rownan pozwalajacego obliczy¢ x i y, np.:
x=1+r
y= 2x v —1l=x+r
5 albo y=x-q albo y—l=x+r albo
vy =12x 12— 2 _ 1o y=x-q
=rq y =12x 12=y-q

Uwaga

Zdajacy nie musi zapisywac uktadu rownan, wystarczy, ze zapisze wszystkie konieczne
zaleznoSci.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Zapisanie i rozwiazanie rownania kwadratowego z jedna niewiadoma, np.:

o 4x*—12x=0,stad x=3 lub x=0
albo

e " —6y=0,stad y=0 lub y=6.

ROZWIQZanie PEINe .......uuiiouiiiiiuiiinnriinnnicnsniinsntisssnicnssicsssissssiessssssssssesssssssssssssssssssssssssnss 4 pkt
Obliczenie x =3 i y =6 oraz zapisanie ciagu geometrycznego (3,6,12).

Uwaga
Przyznajemy 4 punkty, gdy zdajacy obliczy x=31y=6 1 poda ciag geometryczny w

postaci a, =3-2"".

111 sposob rozwiazania

Z wlasnosci ciagu arytmetycznego otrzymujemy rownanie

x:1+y—1

,czyli y=2x,

natomiast z wlasno$ci ciagu geometrycznego rownanie

2:X,przyczym x#0 oraz y#0.
y X
y=2x
Rozwiazujemy uklad rownan 12y
v x
y=2x y=2x
Otrzymujemy kolejno < 12 2y , 12 5 zatem x=31 y=6.

2% x 2x
Stad otrzymujemy ciag geometryczny (3,6,12).

Schemat oceniania II1 sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZANIA ZAUANIA cuuuererueriisnnreninnesinecssnncsssecsssseessssnsssssssssssscssssssssssessssssssssssssssasssssasssnss 1 pkt
Wykorzystanie wlasno$ci ciagu arytmetycznego (definicji lub wzoru na n-ty wyraz) albo
wykorzystanie wtasnosci ciagu geometrycznego (definicji lub wzoru na n-ty wyraz)
1 zapisanie:
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, . l+y-1
e réwnania, np.: x = 5
albo
, : 12_y
e rownania, np.. — =-—
Y
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny poStep ....cceceeeercuercscnrecsnneens .2 pkt
Zapisanie uktadu rownan pozwalajacego obliczy¢ x i y, np.:
y=2x
2_y
Yy X
Uwaga

Zdajacy nie musi zapisywac uktadu rownan, wystarczy, ze zapisze wszystkie konieczne
zaleznosci.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania..........ceececveccnrnicssenisssenesssenesssanssssenssssesssnns 3 pkt
Zapisanie 1rozwigzanie rownania z niewiadoma x, np.:

12 2x .

== x=3,

2x X

ROZWIQZanie PEHE ......uuiieueiiiiiiiiiiiiitiiintticnntecnnticnnnicsnticsseissssesssseessssnessssnessssesssssssanes 4 pkt

Obliczenie x =3 1 y =6 oraz zapisanie ciagu geometrycznego (3, 6, 12) )

IV sposob rozwiazania:

Z wlasnosci ciagu arytmetycznego otrzymujemy roOwnanie
I+y-1
X =

,czyli y=2x.

Ciag (x, y,12) jest geometryczny i y = 2x, zatem iloraz ¢ tego ciagu jest rowny 2.
L . 12 . 12
Z whasnosci ciagu geometrycznego otrzymujemy y = 5 61x= i

Zatem x =31y =6, a stad otrzymujemy ciag geometryczny (3,6,12).

3.

Schemat oceniania I'V sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIiZANIA ZAUANIA coueereerurrinsnrcisnressnicssnncsssncssssicsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnss 1 pkt
. L . S, . I+y-1
Wykorzystanie wtasnosci ciagu arytmetycznego i zapisanie rownania, np.: x = S
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ...cccceeeveeevercsuriserssnissenssencsenssnncsnsssseesssnssnees 2 pkt
e zapisanie ciggu geometrycznego (x,2x,12)
albo
e obliczenie ilorazu g tego ciagu: g =2.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Obliczenie x=3 lub y=6.
ROZWIQZanie PEINe .......uuieveeriniuiiininiiinniicnsniicnsniinssnicssssncsssicssssicssssssssssesssssessssssssssssssssssanss 4 pkt
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Zadanie 33. (4 pkt)
Punkty 4=(1,5), B=(14,31), C=(4,31) sa wierzcholkami trojkata. Prosta zawierajaca

wysoko$¢ tego trojkata poprowadzona z wierzchotka C przecina prosta AB w punkcie D.
Oblicz dhugos¢ odcinka BD.

I sposo6b rozwiazania
Wyznaczamy réwnanie prostej AB: y =2x+3.

Wyznaczamy réwnanie prostej CD, prostopadiej do prostej 4B: y = —%x +33.

Obliczamy wspotrzedne punktu D: D =(12,27).
Obliczamy dtugo$¢ odcinka BD: |BD| =25.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA cucceuveeineiieiiieiiniisieninicsnicsseissesssessssesssessssesssassssessssssssssssassssassssssssses 1 pkt
Wyznaczenie rownania prostej AB (albo wspotczynnika kierunkowego a prostej AB albo

wspotrzednych wektora AB ): y=2x+3 (a=2, AB = [13,26] ).

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny poStep ......ccecceeeeecceccseesnnenns ....2 pkt

. . : 1
Wyznaczenie rownania prostej CD: y = —Ex +33.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Obliczenie wspdtrzednych punktu D: D =(12,27).

ROZWIQZanie PeINe .......uueeeuiineiiniitiiniitintennticninnncniecsecntsssessessssessessssesssessssssssees 4 pkt
10
Obliczenie diugosci odcinka BD: |BD| =245 lub [BD|=—=

oy

I1 sposéb rozwiazania
Wyznaczamy réwnanie prostej AB: y =2x+3.

Wyznaczamy réwnanie prostej CD, prostopadiej do prostej 4B: y = —%x +33.

Obliczamy odlegto$¢ punktu B =(14,31) od prostej CD o rownaniu x+2y —66=0:

|14+2\-/%1—66| 25, wice |BD| =245

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZania ZAAANIA .....uueeeiieeiineeeiineenineeisniessneessseessssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssassssanse 1 pkt
Wyznaczenie rownania prostej AB (albo wspdlczynnika kierunkowego a prostej AB albo

wspotizednych wektora AB): y=2x+3 (a=2, AB=[13,26]).

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny poStep .....ccecceeercuercrcnercsnneens .2 pkt

. . . 1
Wyznaczenie réwnania prostej CD: y = —Ex +33.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
- y - [14+2.31-66]

Zastosowanie wzoru na odlegtos¢ punktu B od prostej CD: 7 .

ROZWIQZanie PeINe .......uucueeiuiiieiiiiitictiiiiitinticniieeciecnsecnesssessesssssssessssssssessssssssens 4 pkt

Obliczenie dlugosci odeinka BD: [BD|=2+/5 lub |BD|=

&=

I11 sposéb rozwiazania
Wyznaczamy réwnanie prostej AB: y =2x+3.

Obliczamy odlegtos¢ punktu C= (4,3 1) od prostej AB o réwnaniu 2x—y+3=0:
2-4- 3 1+3)

R

Obliczamy diugoéé odcinka CB: |CB| =10.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trdjkata CDB obliczamy dtugos¢ odcinka BD:

(2()) +|BD[ =107, wige |BD| =25 .

J5

Schemat oceniania 111 sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIiZANIA ZAUANIA c.ueerervurriisnreisnrcssnncsssicsssncssssnossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
Wyznaczenie rOwnania prostej AB : y =2x+3.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny poStep ....cceceeeercvercscnrecsnneens .2 pkt
Obliczenie odleglosci punktu C = (4,3 1) od prostej AB o rownaniu 2x -y +3=0:

2:4-31+3
IcD |——| b |CD|=“= 1ub |CD| =45

f

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

2
Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CDB: [—0] + |BD|2 =10°.

ROZWIQZanie PEIE ......uuicueeiiiniiiniiitiinttinttecntennneenenecneessessssseesssseessssesssssesssssnssses 4 pkt
10
Obliczenie dlugosci odcinka BD: |BD| =25 lub |BD| = ﬁ :

IV sposob rozwiazania
Obliczamy dtugos¢ odcinka CB oraz wysoko$¢ trojkata ABC opuszczong z wierzchotka A:

|CB|=10, h, =26.

Obliczamy pole trojkata ABC: P, % =130.

Obliczamy dlugosé odcinka AB: |AB|=+/845 .

. . . |48]-|cD] 13J§-|CD|
Pole trojkata ABC mozemy zapisac: P, T T =130.
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Stad |CD| =445 .
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CDB obliczamy dlugo$¢ odcinka BD:

(45) +|BDf =10*, wice |BD|=245.

Schemat oceniania I'V sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZANIA ZAUANIA cuvuereeuriiirnrensnressnncsssicsssicssssiossssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssnns 1 pkt
Obliczenie pola trojkata 4B : P,,. =130.

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ...ccceeeveeevercseriseissuinsenssencsenssancsesssseessnessnens 2 pkt
Obliczenie dlugosci odcinka CD: |CD| =445.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

2
Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CDB: (4\/3 ) + | BD|2 =10°.

ROZWIQZanie PEHE ......uueeueiiiniiiniiiiiiiitinntenntecnneenneecneecsessssseesssseessssnsssssessssssssses 4 pkt
10
Obliczenie dlugosci odcinka BD: |BD| =25 lub |BD| = ﬁ :

V _sposob rozwigzania

Obliczamy dtugosci wszystkich bokéw trojkata ABC: |AB| =/845 , |[AC | =/685 , CB| =10.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw CDB i ADC zapisujemy uktad réwnan:
|CB[ =|BD|" +|cD

cAf = (|48|~|BD|) +|cDf
Wyznaczajac |CD|2 z pierwszego roOwnania i podstawiajac do drugiego rownania
otrzymujemy:

(V683 =(845-|D]) +10° ~[BDf .

Stad |BD| =245 .

Schemat oceniania V sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZANIA ZAUANIA c.uuererneriisnnreiinrisinnensnnesssecssssnessssecssssssssssessssssssssssssssssssssssssssasssssssssnss 1 pkt

Obliczenie dugosci wszystkich bokéw trojkata ABC: |4B|=+/845, |AC|=/685, |CB|=10.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny posStep ......cccecceeeeecceceseescnnnnns ....2 pkt
Zapisanie uktadu rownan:

cB[ =|BD|" +|cD[

A =(|481~|8D]) +|cof

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

Zapisanie rownania z niewiadoma BD: (\/685 )2 = (\/% —|BD|)2 +10° —|BD|2 .
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ROZWIQZanie PeINe ........ocovueiiniiiininiininiicnsnninnsnninnsniinsssncsssicsssicssssssssssesssssesssssssssssssssssssanss 4 pkt
. ) . : 10
Obliczenie dlugos$ci odcinka BD: |BD| =25 lub |BD| =—

N

Zadanie 34. (5 pkt)

Droga z miasta A do miasta B ma dtugos$¢ 474 km. Samochod jadacy z miasta A do miasta B
wyrusza godzing pdzniej niz samochdd z miasta B do miasta A. Samochody te spotykaja si¢
w odlegtosci 300 km od miasta B. Srednia predko$¢ samochodu, ktéry wyjechat z miasta A,
liczona od chwili wyjazdu z A do momentu spotkania, byta o 17 km/h mniejsza od $redniej
predkosci drugiego samochodu liczonej od chwili wyjazdu z B do chwili spotkania. Oblicz
srednig predkos¢ kazdego samochodu do chwili spotkania.

I sposdb rozwigzania
Niech v oznacza $rednia predkos¢ samochodu, ktory wyjechat z miasta B 1 niech ¢ oznacza
czas od chwili wyjazdu tego samochodu do chwili spotkania.
Obliczamy, jaka droge do chwili spotkania pokonal samochod jadacy z miasta A: 174 km.
Zapisujemy uktad rownan

v-t =300

(v=17)(t-1)=174

Przeksztalcajac drugie rownanie uwzgledniajac warunek v-¢ =300 otrzymujemy:
v=143-17¢t.
Otrzymana warto$¢ v podstawiamy do pierwszego rdwnania 1 otrzymujemy:
17¢> —143t+300=0.
Rozwiazaniami tego roOwnania sa liczby:
=B al s
17 17
Stad v, =68, v, =75.

Odpowiedz: pierwsze rozwiazanie: v, =51 km/h, v, =68 km/h,

drugie rozwigzanie: v, =58 km/h, v, =75 km/h,
gdzie v, oznacza predko$¢ samochodu jadacego z miasta A, a v,oznacza predkosé
samochodu jadacego z miasta B.

Uwaga
Mozemy otrzymac inne rownania kwadratowe z jedna niewiadoma:

17£2-109¢, +174=0 lub 1> —109v,+2958=0 lub v>—143v,+5100=0.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Uwaga

W ponizej zamieszczonym schemacie uzywamy niewiadomych v,, ¢, oznaczajacych

odpowiednio: predkos$¢ i czas dla samochodu jadacego z miasta A oraz niewiadomych v,, ¢,

oznaczajacych odpowiednio: predkos¢ i czas dla samochodu jadacego z miasta B. Oczywiscie
w pracach maturalnych te niewiadome moga by¢ oznaczane w inny sposob. Nie wymagamy,
by te niewiadome byly wyraznie opisane na poczatku rozwiazania, o ile z postaci roéwnan
jasno wynika ich znaczenie.
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Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZania ZAAANIA ......ueeeeveeeiieeecineeninneissniessneesssecssssessssseessssesssssessssssssssssssssssssssassssanse 1 pkt
Obliczenie, jaka droge do chwili spotkania pokonat samochdd jadacy z miasta A: 174 km.
Zapisanie rOwnania:

(vs—17)(t;=1)=174 Tub (v, +17)(z,+1)=300.

Uwaga
Przyznajemy 0 pkt, jezeli zdajacy zapisze tylko rownanie v, -t, =300 lub v,-t, =174 lub

odpowiednio zapisze, ze (v, +17)-(1, +1)=174 lub (v, —17)-(¢,—1) =300.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .......ccceeeeeueescecccnecnnnes ..2 pkt
Zapisanie uktadu réwnan np.

O

u

vy 1, =300 (v, +17)(¢,+1)=300
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Sprowadzenie do rownania z jedna niewiadoma v, lub ¢, Iub v, lub ¢, np.
[m+l7j(t/4 +1)=300 lub (v, +17)(ﬁ+1] =300

Ly Vi

lub [300—17j(t3—1):174 ub (v, —17)[300—1}174.

Iy Vg

Uwaga
Zdajacy nie musi zapisywa¢ uktadu réwnan, moze bezposrednio zapisa¢ rownanie z jedna
niewiadoma.

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe)..........eieeivseinsennsninsecssencsennnnens 4 pkt

e rozwigzanie roéwnania z niewiadoma v, z btgdem rachunkowym i konsekwentnie do
popetnionego bigdu obliczenie predkosci obu samochodow

albo
. L . o . 58 7
e rozwigzanie rOwnania z niewiadoma ¢, bezblednie: 7, =34 lub ¢, :ﬁh :3ﬁh
1 nieobliczenie predkosci samochodu jadacego z miasta A
albo
. . . o . 75 7
e rozwigzanie rownania z niewiadomq ¢, bezblednie: ¢, =44 lub ¢, :ﬁh :4ﬁh
1 nieobliczenie prgdkosci samochodu jadacego z miasta B
albo

e obliczenie ¢, lub 7,z blgdem rachunkowym i konsekwentne obliczenie predkosci v,
VB
albo

e rozwigzanie roéwnania kwadratowego 1 przyjecie tylko jednego rozwiazania lub
predkosci tylko jednego samochodu.
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ROZWIQZanie PeINe ........ocovueiiniiiininiininiicnsnninnsnninnsniinsssncsssicsssicssssssssssesssssesssssssssssssssssssanss 5 pkt
v, =58km/h v, =51km/h
lub

Obliczenie predkosci obu samochodow:
v, =75 km/h v, =68 km/h

Uwaga
Zdajacy otrzymuje 5 punktow tylko w przypadku, gdy prawidtowo przyporzadkuje
predkosci.

II sposob rozwiazania
Niech v, oznacza $rednia predkos$¢ samochodu, ktory wyjechat z miasta A, za§ v, oznacza

srednig predkos$¢ samochodu, ktory wyjechal z miasta B oraz niech ¢ oznacza czas od chwili
wyjazdu samochodu z miasta B do chwili spotkania samochodéw.
Obliczamy, jaka droge do chwili spotkania pokonat samochod jadacy z miasta A: 174 km.

. , . 174 300 , . , .
Zapisujemy rdéwnania: v, = 1 vy = - wowczas  otrzymujemy  rownanie
174 +17 = 300 .

t—1 t
Przeksztalcamy to rownanie do rownania kwadratowego 17¢> —143t+300=0.
Rozwiazaniami tego rownania sa liczby: ¢, = % = 4% s, =4.
75 7 ) .

Dla ¢ =ﬁ = 4ﬁ otrzymujemy v,=51,v,=68 oraz dla ¢ =4 otrzymujemy
v,=58,v,=75.
Odpowiedz: Pierwsze rozwigzanie v, =51 km/h, v, =68 km/h.

Drugie rozwigzanie v, =58 km/h, v, =75 km/h.

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania

Uwaga
W ponize] zamieszczonym schemacie uzywamy niewiadomych v,, v,,t oznaczajacych

odpowiednio: predkos¢ dla samochodu jadacego z miasta A, predkos¢ dla samochodu
jadacego z miasta B oraz czas dla samochodu jadacego z miasta B.

Oczywiscie w pracach maturalnych te niewiadome moga by¢ oznaczane w inny sposob. Nie
wymagamy, by te niewiadome byty wyraznie opisane na poczatku rozwiazania, o ile z postaci
réwnan jasno wynika ich znaczenie.

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZania ZAAANIA ....uueeeereeicnseeeiineeiineeisnneissneesssecssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssassssanse 1 pkt
Obliczenie, jaka droge do chwili spotkania pokonat samochdd jadacy z miasta A: 174 km .
Zapisanie rownan na $rednie predkosci samochodow wyjezdzajacych z miasta A i z miasta B,

np.
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Uwaga
. D . . . . 300 174
Przyznajemy 0 pkt, jezeli zdajacy zapisze tylko réwnanie v, = lub v, = albo
o . . 174
odpowiednio zapisze, ze v, = — .
t+1
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

S, . . . . 174 300
Zapisanie rOwnania wymiernego z jedna niewiadoma, np. 1 +17 = -
Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe)..........eeeveiieinsuennseinsenssencsnennnnens 4 pkt
e rozwiazanie réwnania z bledem rachunkowym i konsekwentnie do popetlnionego btedu
obliczenie predkosci obu samochodow
albo

e rozwiazanie réwnania i przyjecie tylko jednego rozwiazania lub predkosci tylko
jednego samochodu.

ROZWIQZanie PEIE ......uuicueeiiiniiiniiitiinttinttecntennneenenecneessessssseesssseessssesssssesssssnssses 5 pkt
v, =58 km/h v, =51km/h
lub

Obliczenie predkosci obu samochodow:
v, =75 km/h v, =68 km/h

Uwaga
Zdajacy otrzymuje 5 punktow tylko w przypadku, gdy prawidtowo przyporzadkuje
predkosci.
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