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1. WARTOSC BEZWZGLEDNA LICZBY

Wartos¢ bezwzgledng liczby rzeczywistej x definiujemy wzorem:

|x|:{x da x=0
—x dla x<0

Liczba |x| jest to odlegto$¢ na osi liczbowej punktu x od punktu 0.

Dla dowolnej liczby x mamy:

x| = 0 x| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x =0 | — x| =|x|

2. POTEGIIPIERWIASTKI

Niech n bedzie liczbg catkowitg dodatnig. Dla dowolnej liczby rzeczywistej a
definiujemy jej n-tg potege:

at=a-a-..-a
N~————_—_—
n razy

Pierwiastkiem arytmetycznym %/a stopnia n z liczby a > 0 nazywamyliczbe b > 0
takg, ze b™ = a.

W szczegolnosci, dla kazdej liczby rzeczywistej a prawdziwa jest rGwnosé:

Va2 = lal

Jezeli a < 0 orazliczba n jest nieparzysta, to /a oznaczaliczbe b < 0 takg, ze
b™ = a.

W zbiorze liczb rzeczywistych pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnieja.

Niech m, n beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Definiujemy:

— dla a#0: a‘”=a—1n oraz a’ =1
— daa=>0: an="%Yam

_m 1
— daa>0: a nzw



Niech r,s bedg dowolnymi liczbamirzeczywistymi.Jesli a> 0 i b > 0, to:

aT
aT . aS — aT'+S (ar)s — aT'S —_ = aT—S
aS
a\® a’
a-b)"=a" -b" (—) =—
(a-b) 5 x

Jezeli wyktadniki 7, s sgliczbami catkowitymi, to powyzsze wzory obowigzujg dla
wszystkichliczb a # 0 i b # 0.

Procent sktadany

Jezeli kapitat poczatkowy K, ztozymyna okres n lat na lokacie bankowej, ktorej
oprocentowanie wynosi p% w skali rocznej, a kapitalizacja odsetek nastepuje po
uptywie kazdego roku trwania lokaty, to kapitat koncowy K,, jest okreslony wzorem:

anko-(1+1%0)n

3. WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:

(a+ b)? =a? +2ab + b?
(a—b)? =a? — 2ab + b?

a’—b?>=(a—-b)(a+b)

4. SILNIA

Silnig liczby catkowitej dodatniej n nazywamy iloczyn kolejnych liczb catkowitych od 1
do n wigcznie:

nl=1-2-..-n

Ponadto przyjmujemy umowe, ze 0! = 1.

Dla dowolnej liczby catkowitej n > 0 prawdziwa jest rownosc:

n+D!=n'-(n+1)




5. FUNKCJA KWADRATOWA

Wyréznikiem A trojmianu kwadratowego ax? + bx +c¢ (a # 0, b, ¢ € R) zmiennej
rzeczywistej x nazywamy liczbe

A = b? —4ac

Postaé¢ ogdlna funkciji kwadratowej: f(x) = ax?*+ bx+c, a# 0, b,c€R, x ER.

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku w punkcie

b A

W: ) , d = — — = — —
(p,q), gdzie p > a q ia

Gdy a > 0, to ramiona paraboli skierowane sg ku gorze. Gdy a < 0, to ramiona paraboli
skierowane sg ku dotowi.

Liczba miejsc zerowych funkciji kwadratowej f(x) = ax? + bx + ¢

(liczba pierwiastkow trojmianu kwadratowego, liczba rzeczywistych rozwigzan réwnania
kwadratowego ax? + bx + ¢ = 0) zalezy od wyrdznika A:

1. jezeli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe (tréjmian kwadratowy ma
dwa rozne pierwiastki rzeczywiste, rownanie kwadratowe ma dwa rozwigzania
rzeczywiste):

—b—+4 =—b+\/Z

%2 2a

2. jezeli A = 0, to funkcja kwadratowa ma doktadnie jedno miejsce zerowe (tréjmian
kwadratowy ma jeden pierwiastek, rownanie kwadratowe ma doktadnie jedno
rozwigzanie rzeczywiste):

b

1= % =50

3. jezeli A < 0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych (trojmian kwadratowy nie

ma pierwiastkdw rzeczywistych, rownanie kwadratowe nie marozwigzan
rzeczywistych).



Postac¢ kanoniczna funkciji kwadratowej:

fx)=alx—p)P+q

Jezeli A = 0, to funkcje kwadratowg mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej

f(x)=alx —x)(x—x,)

6. TRYGONOMETRIA

Definicje funkciji trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokatnym

B
. a
sina = —
c
b a
cosa =—
c
a
tga=5 \
C b

Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymitego samego kata

sin? ¢ + cos?a =1

sina 1 )
tga = da a# -—m+ km, k— calkowite
cosa 2

Wartosci funkcii trygonometrycznych dla wybranych katow

0° 30° 45° 60° 90°
a 0 1 1 1 1
6" 4" 3" e
1
sin a 0 — \/_f \/_§ 1
2 2 2
cosa 1 \[_§ \/_E 1 0
2 2 2
tga 0 \/_§ 1 V3 nie istnieje
3




7. PLANIMETRIA

Przyjmujemy nastepujgce oznaczenia w trojkgcie ABC:

a,b,c — diugosci bokéw w tréjkacie ABC

a, B,y — miary katow wewnetrznych tréjkgta lezgcych
— odpowiednio — przy wierzchotkach A, B
oraz C

hg, hy, h, —wysoko$ci trojkgta opuszczone

— odpowiednio — z wierzchotkéw A, B i C.

p — potowa obwodu trojkgta ABC. A c

_a+b+c
P=7""

e Twierdzenie Pitagorasa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)

Jezeli wtrojkacie ABC kat y jest katem prostym, to

a? + b? = c?

Jezeli w trojkgcie ABC dtugosci bokow spetniajg rownosé a? + b? = ¢?,tokat y jest
katem prostym.

e \Wzoryna pole trojkata ABC:

1 1 1
Paspe =5a-hg =5b-hy =7c-h,

Ppase = Vo0 — )@ —b)(p - ©)

1 , sinf-siny 1 , siny-sina 1 , sina-sinf
Ppppe =50°  ———=5b" ————— =" ———
2 sina 2 sin 2 siny




Zwiazki miarowe w tréjkacie prostokatnym

Przyjmijmy, ze w trjkacie ABC kat przy wierzchotku C jest kgtem prostym. Niech D
bedzie spodkiem wysokosciopuszczonejz wierzchotka C na podstawe AB tréjkata.
Wowczas:

ab
h. =+ |AD| - |DB]| hcz7

a=c-sina=c-cosf=b-tga=b-—
tgp

Zwiazki miarowe w trojkacie rownobocznym

a — dtugos¢ boku trojkata réwnobocznego
h —wysokos¢ trojkata rownobocznego

h P
2 A 4

Cechy przystawania trojkatow
C M

A B K L

a) cecha przystawania ,bok—bok-bok” dla trojkgtow ABC i KLM:

diugosci bokéw tréjkgta ABC sgrowne odpowiednim dtugosciom bokdw trojkata
KLM,np.. |AB| = |KL|, |BC|= |KM|, |CA| = |[ML|.

b) cecha przystawania ,bok—kat-bok” dla tréjkatéw ABC i KLM:

diugosci dwéch bokéw trojkgta ABC sg réwne odpowiednim dtugosciom dwdch
bokéw tréjkata KLM i katy miedzy tymi parami bokow sg przystajgce, np.:
|AB| = |KL|, |BC| = |KM| i |4ABC| = |4LKM|.

c) cecha przystawania ,kat-bok—kat” dla trojkatow ABC i KLM:

diugos¢ jednego boku trojkata ABC jest rowna diugosci jednego boku trojkata KLM
i katy przylegte do tego boku tréjkgta ABC sg przystajgce do odpowiednich kgtow
przylegtych do odpowiedniego boku tréjkata KLM, np.:

|AB| = |KL| oraz |#BAC| = |4#KLM| i |4ABC| = |4LKM|.



Cechy podobienstwa trojkatow
C

A B K L

a) cecha podobienstwa ,bok-bok-bok” dla tréjkgtow ABC i KLM:

diugos$ci bokdéw trojkata ABC sg proporcjonalne do odpowiednich diugo$ci bokéw
|AB| _ |BC| _ |CA|

tréjkata KLM, np.: KL = [LM] — MK

b) cecha podobienstwa ,bok—kat—-bok” dla trojkatow ABC i KLM:

diugo$ci dwdch bokéw trojkata ABC sg proporcjonalne do odpowiednich diugosci
dwéch bokéw trojkata KLM i katy miedzy tymi parami bokow sg przystajace, np.:

|AB|  |AC| .

c) cecha podobienstwa ,kat—kat—kat” dla trojkatéw ABC | KLM:

katy trojkata ABC sa przystajgce do odpowiednich katéw trojkgta KLM, np.:
|ABAC| = |ALKM| i |4ABC| = |4KLM| i |4ACB| = |4KML|.

Figury podobne i ich wlasnosci

Jezeli istnieje podobienstwo o skali k > 0, przeksztatcajgce figure f na figure g,
to figury f i g nazywamy figurami podobnymi w skali k.
Witedy:

— stosunek obwodéw figur podobnych f i g jestréwny k

— stosunek pdl figur podobnych f i g jestrowny k?

— stosunek objeto$ci bryt podobnych f i g jestrowny k3.

Koto

Pole P kofa o promieniu r jest réwne:

P =nr?

Obwdd L kota o promieniu r jest rowny:

L =2nr

10



e Wycinek kota

Pole P wycinka kota o promieniu 7 ikacie Srodkowym «
wyrazonym w stopniach jest réwne:

P=— 2
~360° "

Dtugo$¢ L tuku AB wycinka kota o promieniu r ikacie
Srodkowym a wyrazonym w stopniach jest rowna:

a

L= .
360°

27r

o Katy w okregu
Miara kata wpisanego w okrag o srodku O jestréwna
potowie miary kata srodkowego, opartego na tym samym

tuku. ‘
Miary katéw wpisanych w okrag o $rodku O, opartych na tym v" . 7

samym fuku, sg réwne. v,

e Czworokaty

Trapez — czworokat, ktéry ma co najmniej jedng pare bokéw réwnolegtych.

Wzérna pole P trapezu:

a+b
P = “h

Réwnolegtobok — czworokat, ktéry ma dwie pary bokéw réwnolegtych.

Wzoryna pole P réwnolegtoboku:

P=ah P=a-b-sina

1
P=E-|AC|-|BD| -siny

11



Romb — czworokat, ktéry ma wszystkie boki jednakowej dtugos$ci.

Wzory na pole P rombu:

P =ah P =a? - sina

1
P =-|AcC|-|BD|

Deltoid — czworokat wypukly, ktory ma o$ symetrii zawierajgca jedng z przekatnych.

Wzérna pole P deltoidu:

1
P=-IAcC|-|BD] /
A B C

8. GEOMETRIAANALITYCZNA NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIEJ

e Diugos¢ odcinka

Diugos¢ odcinka AB o koncach w punktach A = (x4, v,) ya B(xg v5)
oraz B = (xp,y5) jestrowna:
S(xs,Ys)
|AB| = \/(XB —x2)%+ (yp — ¥a)?
A(xy,Y4) R
0 X

e \Wspditrzedne Srodka odcinka

Wspdtrzedne srodka S = (x,ys) odcinka AB o koncach
w punktach A = (x,,y,) oraz B = (xz,yz) $3rowne:

Xyt Xp _Yat Vs

12



Réwnanie kierunkowe prostej

Jezeli prosta nie jest réwnolegta do osi Oy, to mozna Y4
opisac jg réwnaniem kierunkowym:
y=ax+b\|y
y=ax+b
a -
Liczba a to wspotczynnik kierunkowy proste;. 0 \ X

a=tga

Prostao réwnaniu y = ax + b przecinao$ Oy w punkcie (0, b).

Roéwnanie kierunkowe prostej o danym wspétczynniku kierunkowym  a, ktéra przechodzi
przez punkt P = (x4,¥,):

y =alx —x,) +,

Roéwnanie kierunkowe prostej, ktdra przechodziprzez dwa dane punkty A = (x4, v,)
oraz B = (xp,yg):

gdzie

Proste rownolegte

Dwie proste o rownaniach kierunkowych y = a,x+ b, oraz y =a,x+ b, sg
réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:

Pole trojkata

Pole trojkata ABC o wierzchotkach A = (x,,y,), B = (x5, y5) oraz C = (x.,y.) jest
rowne:

Pyapc = % NCeg = %) e = Ya) — (V5 — ¥a) (xe — x|

13



9. STEREOMETRIA

Przyjmujemy oznaczenia:

P, — pole powierzchni catkowitej P, — pole powierzchni bocznej
P, — pole podstawy V — objetos¢
H G
e Prostopadioscian E F

P.=2(ab + bc + ca)

V =abc v C

A a B

gdzie a, b, ¢ sadtugosciami krawedzi prostopadtoscianu.

e Graniastostup prosty

] 1
P,=0b-h o
Ff— G
gdzie Ob jest obwodem podstawy graniastostupa, E):_____DL .
natomiast h — wysokoscig graniastostupa. JC
A B
e Ostrostup
1
V= § . Pp . h

gdzie h jest wysokoscig ostrostupa.

14



e Walec

P, =2nrh
P.=2nr(r+h) ‘

V = nr*h

gdzie h jest wysokoscigwalca, O — srodkiem symetrii
podstawy walca, r — promieniem podstawy walca.

o Stozek
P, =mrl
P.=nr(r+1)
V ==mnr’h

gdzie r jest promieniem podstawy stozka, h — jego wysokoscig, natomiast [ —tworzgca

stozka. Punkt O jest srodkiem symetrii podstawy stozka.

e Kula

P, = 4mr?

V==
37TT

N

gdzie r jest promieniem kuli, natomiast O — srodkiem symetrii kuli.

15



10. KOMBINATORYKA

Permutacje

Liczba wszystkich sposobdw, na ktére n réznych elementéw mozna ustawic¢ w ciag, jest
réwna n!.

Kombinacije

Liczba wszystkich sposobow, na ktére sposrod n réznych elementdw mozna wybrac
n!

k elementéw (0 < k <n), jestrowna ———— .
k!(n—k)!

W ariacje z powtorzeniami

Liczba wszystkich sposobéw, na ktére z n réznych elementédw mozna utworzy¢ ciag,
sktadajacy siez k (niekoniecznie réznych) wyrazéw, jestrowna nk.

11. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Wiasnosci prawdopodobienstwa

0<P4<1 dla kazdego zdarzenia A c Q
P(@) =0
P(Q) =1

Twierdzenie (klasyczna definicja prawdopodobienstwa)

Niech () bedzie skonczonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych doswiadczenia
losowego. Jezeli wszystkie zdarzenia jednoelementowe sg jednakowo prawdopodobne,
to prawdopodobienstwo zdarzenia losowego A jest réwne

L
PA =17

gdzie |A| oznaczaliczbe zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu losowemu A,
natomiast |Q| — liczbe elementdw zbioru Q.

16



12. PARAMETRY DANYCH STATYSTYCZNYCH

Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna a z liczb a,, a,, ..., a, jestréwna:

a,+a,+ ..+a,

a=
n

Srednia wazona

Srednia wazona § zliczb a,, a,, ..., a,, ktérym przypisano dodatnie wagi — odpowiednio:
Wi, W,, ..., W, jest rowna:

wisa+w,-a, + ..+w,a,

%]
Il

wy+w, + .t w,

Mediana

Mediang uporzgdkowanego w kolejnosci niemalejgcej zbioru n danych liczbowych
a,, a,, ..., a, jest

—dla n nieparzystych: an»+1 (Srodkowy wyraz ciggu)
2

—dla n parzystych: % . (ag +an +1) (Srednia arytmetyczna dwoch srodkowych
2 2

wyrazow ciggu).

17



13. TABLICAWARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

a[°] sin a cosa tga
0 0,0000 1,0000 0,0000
1 0,0175 0,9998 0,0175
2 0,0349 0,9994 0,0349
3 0,0523 0,9986 0,0524
4 0,0698 0,9976 0,0699
5 0,0872 0,9962 0,0875
6 0,1045 0,9945 0,1051
7 0,1219 0,9925 0,1228
8 0,1392 0,9903 0,1405
9 0,1564 0,9877 0,1584
10 0,1736 0,9848 0,1763
11 0,1908 0,9816 0,1944
12 0,2079 0,9781 0,2126
13 0,2250 0,9744 0,2309
14 0,2419 0,9703 0,2493
15 0,2588 0,9659 0,2679
16 0,2756 0,9613 0,2867
17 0,2924 0,9563 0,3057
18 0,3090 0,9511 0,3249
19 0,3256 0,9455 0,3443
20 0,3420 0,9397 0,3640
21 0,3584 0,9336 0,3839
22 0,3746 0,9272 0,4040
23 0,3907 0,9205 0,4245
24 0,4067 0,9135 0,4452
25 0,4226 0,9063 0,4663
26 0,4384 0,8988 0,4877
27 0,4540 0,8910 0,5095
28 0,4695 0,8829 0,5317
29 0,4848 0,8746 0,5543
30 0,5000 0,8660 0,5774
31 0,5150 0,8572 0,6009
32 0,5299 0,8480 0,6249
33 0,5446 0,8387 0,6494
34 0,5592 0,8290 0,6745
35 0,5736 0,8192 0,7002
36 0,5878 0,8090 0,7265
37 0,6018 0,7986 0,7536
38 0,6157 0,7880 0,7813
39 0,6293 0,7771 0,8098
40 0,6428 0,7660 0,8391
41 0,6561 0,7547 0,8693
42 0,6691 0,7431 0,9004
43 0,6820 0,7314 0,9325
44 0,6947 0,7193 0,9657
45 0,7071 0,7071 1,0000

18

a[°] sin a cos a tga
45 0,7071 0,7071 1,0000
46 0,7193 0,6947 1,0355
47 0,7314 0,6820 1,0724
48 0,7431 0,6691 1,1106
49 0,7547 0,6561 1,1504
50 0,7660 0,6428 1,1918
51 0,7771 0,6293 1,2349
52 0,7880 0,6157 1,2799
53 0,7986 0,6018 1,3270
54 0,8090 0,5878 1,3764
55 0,8192 0,5736 1,4281
56 0,8290 0,5592 1,4826
57 0,8387 0,5446 1,5399
58 0,8480 0,5299 1,6003
59 0,8572 0,5150 1,6643
60 0,8660 0,5000 1,7321
61 0,8746 0,4848 1,8040
62 0,8829 0,4695 1,8807
63 0,8910 0,4540 1,9626
64 0,8988 0,4384 2,0503
65 0,9063 0,4226 2,1445
66 0,9135 0,4067 2,2460
67 0,9205 0,3907 2,3559
68 0,9272 0,3746 2,4751
69 0,9336 0,3584 2,6051
70 0,9397 0,3420 2,7475
71 0,9455 0,3256 2,9042
72 0,9511 0,3090 3,0777
73 0,9563 0,2924 3,2709
74 0,9613 0,2756 3,4874
75 0,9659 0,2588 3,7321
76 0,9703 0,2419 4,0108
77 0,9744 0,2250 4,3315
78 0,9781 0,2079 4,7046
79 0,9816 0,1908 5,1446
80 0,9848 0,1736 5,6713
81 0,9877 0,1564 6,3138
82 0,9903 0,1392 7,1154
83 0,9925 0,1219 8,1443
84 0,9945 0,1045 9,5144
85 0,9962 0,0872 11,4301
86 0,9976 0,0698 14,3007
87 0,9986 0,0523 19,0811
88 0,9994 0,0349 28,6363
89 0,9998 0,0175 57,2900
90 1,0000 0,0000 -







